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1  Uberblick

e Ein Hauptziel von Modelltheorie ist das Verstédndnis der definierbaren
Mengen einer Struktur M, d.h. die Teilmengen der Potenzen M™, die
durch Formeln definiert sind.

e Godel vs Tarski: Die definierbaren Mengen einiger Strukturen sind un-
kontrollierbar wild, und werden komplizierter, wenn wir mehr Quantoren
erlauben. Zum Beispiel: In (N; +, -) konnen wir bereits mit nur einem un-
beschriankten Quantor jede rekursiv aufziahlbare Menge definieren.

Es ist jedoch ein verwunderlicher Fakt, dass viele Strukturen, die wich-
tig in der Mathematik sind, diese Godelschen Phénomene vermeiden und
“zahm” sind. Thre definierbaren Mengen sind kontrolliert (insbesondere
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sind alle durch Formeln mit wenigen Quantoren deﬁnierbaIEb, ihre Theo-
rien sind oft entscheidbar und manchmal sind die Modelle ihrer Theorien
bis auf Isomorphie klassifizierbar.

Beispiele:
= (C;+, ), (F3'8+,-), (R +, ), (Qps +,);
— (@ <);
— Vektorrdume;
- (N;4), (N;+, <), (N; ) (aber nicht (N;-, <)!);
— (R;+, -, 2 — e%);
— (C;+,-, 2+ 2°) (fiir die meisten ¢ € C);
Kompakte Lie-Gruppen z.B. (SO3(R); *);
(Fp+; +,-) fir eine “unendliche” (pseudoendliche) Primzahl p*;

Kompakte komplexe Mannigfaltkeiten (komplexe Tori, Calabi-Yau
Mannigfaltkeiten, usw.);

Differenziellgleichungen und differenzgleichungen (in einem gewissen
Sinn);

Wir betrachten in diesem Kurs nur einen Bruchteil dieses Reichtums, aber
wir entwickeln Werkzeuge mit breiter Anwendbarkeit.

e Wir studieren oft eine Struktur durch die Betrachtung anderer Modelle
ihrer Theorie. Insbesondere entspricht eine “Zahmheit” der Klasse von
Modellen einer Theorie oft einer “Zahmbheit” der definierbaren Mengen.
Wir untersuchen in diesem Kurs die folgende starke Version dieser Korre-
spondenz.

FEine Theorie T ist x-kategorisch, wenn sie ein bis auf Isomorphie ein-
deutig bestimmtes Modell der Michtigkeit x hat. Sei M eine unendliche
Struktur in einer abzéhlbaren Sprache.

— Ryll-Nardzewski: Th(M) ist Ro-kategorisch genau dann, wenn es fiir
jedes n € w nur endliche viele L-definierbare Teilmengen von M"™
gibt.

— Baldwin-Lachlan: Fiir eine iiberabzihlbare Kardinalzahl « ist Th(M)
k-kategorisch genau dann, wenn M prim und minimal iiber einer
streng minimalen Menge, die {iber dem Primmodell definiert ist, ist.

(Wir definieren diese Begriffe spéiter. Eine streng minimale Menge ist
eine besonders einfache Struktur, und wenn M prim und minimal
iiber ihr ist, sind die definierbaren Mengen von M “konstruiert” (in
einem gewissen Sinn) durch die definierbaren Mengen von der streng
minimalen Menge.)

2 Grundbegriffe

In diesem Kurs arbeiten wir in ZFC. Eine Menge A ist abzihlbar, wenn |A| < Rg.

1Wir betrachten z.B. 3z,y. wie einen Quantor statt zwei.
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2.1 Syntax und Struktur

e Eine (ein-sortige) Sprache (erster Stufe) ist eine Menge £ von Relations-
zeichen, Funktionszeichen und Konstanten.

e Eine £-Struktur M = (M;(R™)g, (f™M);,(c™).) ist eine nicht-leere
Menge M mit Interpretationen der Zeichen von L:
— RM C M™ fiir ein n-st Relationszeichen R € L;
— fM: M™ = M fiir ein n-st Funktionszeichen f € L;
— ¢M € M fiir eine Konstante ¢ € L.

Oft bezeichnen wir auch die Grundmenge M als M.

Manchmal betrachten wir Konstanten als 0-st Funktionszeichen.

e Ein £-Term ist eine Variable, eine Konstante, oder f(t1,...,%,), wobei
t; L-Terme und f ein n-st Funktionszeichen sind.

e Eine atomare L-Formel ist t; =ty oder R(t1,...,t,) oder T, wobei
t; L-Terme und R ein n-st Relationszeichen sind. Dabei ist T die immer
wahre Aussage; M E T fiir jede Struktur M.

e Eine £-Formel ist eine atomare £-Formel oder —¢ oder (¢ A ¢') oder
Jx. ¢ , wobei ¢, ¢’ L-Formeln und x eine Variable sind.

e Fin L£-Aussage ist eine L-Formel, die keine freien Variablen hat. Fiir
eine L-Struktur M und ein £-Aussage o ist M E ¢ rekursiv definiert.

e Abkiirzungen:

(OVe) = =(=p A=)
(@ =) = (mo V)
(@ v) = (6= V)A (Y —9))
V.o — —dx. ¢
rFY = T=yY
L= T

e Wir definieren auch Abkiirzungen fiir Konjunktionen und Disjunktionen
von endlichen Mengen von Formeln:

NO:=T
A@Uio}) = (A\enro)
\o:=1
V@ush=(Veve).
e Wenn £/ O £ und M eine £/-Struktur ist, ist M [, die entsprechende

L-Struktur. Dann ist M [, das Redukt von M zu £, und M eine Ex-
pansion von M [. zu L'.
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e Wenn M eine L-Struktur ist und A C M, ist die Expansion durch
Konstanten fiir A die Expansion M4 von M zu L£(A) := LUA definiert
durch aM4 := a.

e Wir schreiben ein Tupel (aj,as,...,a,) (n > 0) als @, und wir schreiben
|a| fiir seine Lénge, [a| = n. Fiir eine Menge A setzen wir A< :=J, ., A",
die Menge aller Tupel von A.

e Wir schreiben eine £-Formel ¢ als ¢(T), wenn Z ein Tupel von verschie-
denen Variablen ist und die freie Variablen von ¢ unter z1,..., x|z sind.
Falls M eine £-Struktur ist und @ € M|, ist ¢(@) die £(M)-Aussage, in
der z; durch a; ersetzt (i =1,...,|Z|) werden. Dann bedeutet M £ ¢(a),
dass M E ¢(a).

Dann ist die Menge definiert durch ¢(z) in M
p(M) == {@ e M7 . M E ¢(a)} € M7

(Eigentlich héngt dies von der Wahl vom Tupel Z sowie von ¢ ab.)
Ahnlich wenn ¢(Z, ) eine £-Formel ist und @ € M|, schreiben wir ¢(a, 7)
fiir die £(M)-Formel, in der z; durch a; ersetzt werden.

e Ein partieller Isomorphismus von £-Strukturen ist eine partielle Funk-
tion 6 : M --» N, sodass fiir jede atomare L-Formel ¢(Z) und alle

@ € dom 0!
ME ¢(@) & N E ¢(0(a)).

Wenn dies fiir jede L£-Formel ¢ gilt, heiit 6 eine partielle elementare
Abbildung.

e Ein totaler partieller Isomorphismus 0 heiit Einbettung 0 : M «— N.
e Eine totale partielle elementare Abbildung 6 heifit elementare Einbet-
=<
tung 0 : M ——= N.
e Eine surjektive Einbettung heifit Isomorphismus 6 : M =N

e Eine Unterstruktur (bzw. elementare Unterstruktur) einer £-Struktur
N ist eine £-Struktur M auf eine Teilmenge von N, sodass die Inklusion
eine Einbettung (bzw. elementare Einbettung) ist.

Konvention: Wenn £ keine Konstanten hat, erlauben wir auch die “leere
Struktur” () als eine L£-Unterstruktur jeder £-Struktur (obwohl @ keine
L-Struktur istﬂ).

e Wir schreiben M < N fiir eine Unterstruktutﬂ und M < N fiir eine
elementare Unterstruktur.

e Wenn A C M eine Teilmenge einer £-Struktur M ist, sei

(A = {B:ACB< M} <M

2In mancherlei Hinsicht ist es besser, die leere Struktur als Struktur zu erlauben. Einige
Autoren tun dies.
3Viele Autoren schreiben M C A fiir die Unterstruktur Relation.
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die L£-Unterstruktur, die von A erzeugt ist.

Bemerkung: Wenn £ keine Konstante hat, (0)%" = ().

Lemma 2.1. | (A)%"| < max(|A], |£],Ro).

Beweis. Sei Ag := A und, mit Konstanten als 0-st Funktionszeichen be-
trachtet,
Aipr = A U{fM(@) : f € L ein n-st Funktionszeichen, @ € A?, n > 0}.

79

Dann ist <A>£A = Usjew Ais und [Aj 1] < 4] + [£] - max(JA],Rg) <

max(|A;l, |£], Ro). Daher |A4;| < max(|A],|L£],Ro) fur alle i. Somit ||, A; <
max(|A|7 “C|7N0)

O

e Wir kénnen immer eine Einbettung zu einer Inklusion durch die Anwen-
dung eines Isomorphismus verwandeln:

Lemma 2.2. Sei 0 : A —— B eine Einbettung von L-Strukturen. Dann
gibt es einen Isomorphismus o : B — B', sodass A < B’ und o060 =idy4.

Beweis. Zuerst sei o : B — B’ eine Bijektion mit eine Menge B’ O A mit
o060 =id 4. Sei B’ die L-Struktur auf B’, fiir die ¢ ein Isomorphismus ist.
Dann ist id 4 = o o 6 eine Einbettung, also gilt A < B'. O

2.2 Theorien

e Fine £-Theorie ist eine Menge von L-Aussagen.

e Die Theorie einer £-Struktur M ist

Th(M) := {0 : M E 0, 0 ein L£-Aussage ist}.

e Eine L-Struktur M ist ein Modell einer £-Theorie T,
MET,

wenn M £ ¢ fir alle o0 € T'.

e T F o bedeutet: M F ¢ fiir jedes M E T. Wir schreiben auch 7'+ o.
T ET oder Tt T' bedeutet: T F o fiir alle 0 € T".
T Eru T oder T Fqn T" bedeutet: TUT"” ET.

e T heifit konsistent, wenn sie ein Modell hat.
Bemerkung 2.3. T ist konsistent gdw T & L.
e Eine konsistente £-Theorie T heiflt vollstandig, wenn fiir alle £- Aussagen

o
TEo oder TFE —o.

e L-Strukturen M, A heiflen elementar dquivalent, M = N, wenn Th(M) =
Th(N).



3 ULTRAPRODUKTE 7

Bemerkung 2.4. Eine konsistente Theorie T' ist genau dann vollstdndig,

wenn M = N fiir jede M, N E T.

Bemerkung 2.5. Wenn A eine gemeinsame Teilmenge von L-Strukturen
M und N ist, ist idyg : M --» N partiell elementar gdw M4 = N4.

Insbesondere, wenn M C N, gilt M <X N gdw M = Ny
Die £ q-Theorie Th(Mp4) heiBt das elementare Diagramm von M.

3 Ultraprodukte

Sei I eine Menge. Eine nicht-leere Menge B C P(I) heifit Filterbasis, wenn
e X,YeB=3ZB. XNY D Z;
o )¢ B.

Eine maximale Filterbasis U heifit Ultrafilter. Dazu dquivalent, U/ ist eine
Filterbasis, und fiir alle X C I gilt

X eU oder T\ X €U

Als direkte Folgerung aus dem Zornschen Lemma, haben wir

Fakt 3.1. Jede Filterbasis B C P(I) ldsst sich zu einem Ultrafilter B C U C
P(I) erweitern.

Bemerkung 3.2. Fakt [3.1] ist kein Satz von ZF. Es ist echt schwiicher als das
Auswahlaxiom modulo ZF.

Bemerkung 3.3. Ultrafilter sind aufwdrts geschlossen: wenn X C Y, gilt X €
U =Y € U. Eine Filterbasis, die aufwarts geschlossen ist, heif3t Filter.

Wenn U C P(I) ein Ultrafilter ist und a; Elemente von Mengen A; (i €
I) sind, ist der Ultralimes lim; 7 a; die Aquivalenzklasse (a;)i/ ~4 von der
Sequenz (a;); beziiglich der Aquivalenzrelation

(ai)i ~M (ah); gdw {i:a; =dal} €U.

Wenn A; Mengen sind, ist das Ultraprodukt die Menge aller Ultralimiten,
H Ai = HiGIA'i/Nu = {lim a; :a; € AZ}
; i—U
i—U

Wir haben hml_ﬂ,{ (ai, bz) = (hml_ﬂ,{ a;, 11m1_>1,{ bl)
Fiir Funktionen f; : A; — B; definieren wir

lim fi : 114 - 115
i—U i—U
durch
(illjbl{ fi)(}g% a;) := Lim fiai).

Wenn (M; : i € I) L-Strukturen sind, ist das Ultraprodukt M =[], ,,, M;
die L-Struktur sodass
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o M :=TJ, ,, M als Mengen;
e ME R(lim;,ya;) & {i: M; ER(a;)} €U (fir R € L ein Relationszei-

chen);
o fM:=lim;  fM (fiir f € £ ein Funktionszeichen);

M

o M :=lim;_,y cMi (fiir ¢ € £ eine Konstante).

Satz 3.4 (Lo$). Fiir L-Strukturen M,, eine L-Formel ¢(T), und a; € M,,

[I MiFo(lima) gdw {i: Mk o@)} eU.

i—U
Beweis. UA. O

Ein Ultrafilter U heifit Hauptultrafilter, wenn es ig € I gibt, sodass U =
{X C1I:ipe X} Dann ], ,,, M; = M,,.
Beispiel 3.5. Sei U C P(P) ein Ultrafilter, der kein Hauptultrafilter ist, auf
der Menge P C N von Primzahlen. Dann ist das Ultraprodukt von endlichen
Kérpern [, ,;,(Fp; +, ) ein Kérper mit Charakteristik 0 (ein “pseudo-endlicher
Korper”).

Wenn U C P(I) ein Ultrafilter ist, und M eine L£-Struktur ist, ist die Ul-
trapotenz MY :=[[, ,,, M.

Lemma 3.6. In Bezug auf die diagonale Einbettung a — lim;_,;; a ist M
eine elementare Unterstruktur, M < MY.

Beweis. UA. O

Beispiel 3.7. Sei U C P(w) ein Ultrafilter, der kein Hauptultrafilter ist. Sei
(R*; +,-) := (R; +, ) (ein “nicht-standarder Reeller Korper”). Sei

Dann 0 < € < r fiir jedes r € R C R*.

4 Kompaktheit

Satz 4.1 (Kompaktheit). Wenn jede endliche Teilmenge einer L-Theorie T
konsistent ist, ist T' konsistent.

Beweis. Sei P"YT) := {T" € P(T) : |T'| < Ry} die Menge von endlichen
Teilmengen von 7. Sei My E 1" fiir T" € Pe4(T).

Fiir 77 € PYT), sei [T'] = {T" € PNT) : T C T"} C Pd(T). Sei
B={T]:T € PYT)} C P(P4(T)). Dann ist B eine Filterbasis, weil
[TNN[T"]=[T"JT"], und [T'] # 0@ weil T’ € [T'], und B # 0 da [0] € B. Nach
Fakt sei U D B ein Ultrafilter auf Pend(T).

Sei ./\/l = HT’—>Z,{ MT/.

Dann gilt fir c € T

{T'-Mp Ec} 2{T" :0 €T} =[{c}] €U,

und nach Lo, M F o.
Dann M E T, und damit ist T" konsistent. O]
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Lemma 4.2 (Trennungslemma). Seien Ty und Ty konsistente L-Theorien, und
Y eine Menge von L-Aussagen, die unter A und V abgeschlossen ist. Dann sind
aquivalent:

(i) Wenn My E Ty und Mz E Ty, gibt es o € X, sodass My E o und My E

0.
(i) Es gibt o € X mit Ty E o und Ty E —o.
Wir sagen dann, dass 3 Ty von T trennt.
Beweis.
(i) < (ii): Klar.

(i) = (ii): Sei My F Ty. Fur Mg E T, gibt es nach (i) opm, € X mit My F o,
und My E —op,. Dann ist To U {opm, : Mg E To} inkonsistent. Daher
folgt aus dem Kompaktheitssatz, dass es eine endliche Konjunktion oy,
von der oy, gibt, sodass T3 F —oaq,. Dann opq, € £ weil ¥ unter A
abgeschlossen ist, und M; F o, .

Nun ist T3 U {-onq, @ My E T1} inkonsistent. Daher folgt es aus dem
Kompaktheitssatz und dem Fakt, dass 3 unter V abgeschlossen ist, dass

es eine endliche Disjunktion o € X von der o a4, gibt, sodass 71 F o. Dann
T2 E —o.

O

5 Quantorenelimination

5.1 Definitionen

Definition 5.1. Eine Formel ist quantorenfrei (gf), wenn sie keinen Quantor
enthélt.

Definition 5.2. £-Formeln ¢(Z) und ¢(%) sind &quivalent modulo einer £-
Theorie T, geschrieben ¢(T) <1 ¥ (T), wenn

T EVT. (¢(T) ¢ (7).

Ahnlich, ¢(F) =1 () wenn T F VZ. (4(T) — ¢(T)).
(Wie immer erlauben wir hier den Fall |Z| = 0, d.h. den Fall, dass ¢ und ¢
Aussagen sind.)

Definition 5.3. Eine £-Theorie T besitzt Quantorenelimination (QE), wenn
jede L-Formel ¢(T) dquivalent modulo T' zu einer quantorenfreien Formel (%)
ist.

Eine £-Struktur M besitzt QE, wenn Th(M) QE besitzt.

5.2 Diskussion

Bemerkung 5.4. Eine L-Struktur M besitzt QE genau dann, wenn jede L-
definierbare Menge durch eine qf £-Formel definiert ist.
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besitzt nicht QE: Die Ordnung x < y ist durch

Beispiel 5.5. (R;+,—,-,0,1)
= y) definierbar, aber sie ist durch keine gf Formel

2. (z 0N+ 22
definierbar.
Bemerkung 5.6. Wenn L keine Konstanten hat, sind die einzigen gf Aussagen
bis auf Aquivalenz T und L. Daher ist jede konsistente L£-Theorie mit QE
vollstandig.

Beispiel 5.7. Sei Ly die leere Sprache Ly := 0. Wir werden unten sehen, dass
wenn X eine unendliche Menge ist, die L£y-Struktur (X;) QE besitzt. AuBerdem
werden wir sehen, dass Ty, := {321,...,2Zp. /\#j x; # xj:n € w} QE besitzt.
Daher axiomatisiert To, die Theorie Th((X};)).

Wenn M eine L-Struktur und ¢ eine Menge von L-Formeln ist, ist die
Expansion durch Relatationen fiir ® die Expansion von M zu LU{Ry : ¢ €
&}, wobei Ry durch ¢(M) interpretiert wird. Sie hat die gleichen definierbaren
Mengen wie M.

Wenn M nicht QE besitzt, konnen wir versuchen, QE zu erreichen, indem
M durch Relationen fiir nicht-qf Formeln expandieren. Z.B.:

Fakt 5.8 (Tarski-Seidenberg). (R;+,—,-,0,1, <) besitzt QF.

Wir kénnen immer QE in einer trivialen Weise erreichen:

Bemerkung 5.9. Sei M eine L-Struktur. Dann besitzt die Expansion durch
Relationen fiir alle £L-Formeln (die “Morleyisierung” von M) QE.

Fiir einige besonders unartige Strukturen gibt es keine wirklich bessere Wahl,
als die Morleyisierung zu nehmen:

Fakt 5.10 (“Die Arithmetische Hierachie ist echt.”). Fir alle n € w besitzt die
Expansion von (N;+, -) durch Relationen fiir alle Formeln mit hochstens n unbe-
schrinkten Quantoren (dazu dquivalent, alle Formeln der Form 3T1.—3T. ... ~3T,.¢,
wobei ¢ keinen unbeschrinkten Quantor hat) nicht QE.

5.3 Kriterium fiir QE

Definition 5.11. e Eine basic Formeld ist eine atomare Formel oder die
Negation einer atomaren Formel.

e Eine Formel ¢(z) heifit primitiv existentiell, wenn sie die Form Jy. A, ¥;(y, @)
hat, wobei jede v; basic ist.

Lemma 5.12. Sei T eine L-Theorie. Wenn jede primitiv existentielle L-Formel
o(T) dquivalent modulo T zu einer quantorenfreien Formel ¥ (T) ist, besitzt T

QEF.

Beweis. Wir zeigen durch Induktion iiber Komplexitiit, dass jede £-Formel ¢(T)
dquivalent modulo T zu einer quantorenfreien Formel ¢ (Z) ist. Fiir atomare ¢
ist dies klar. Fiir ¢ = ¢’ A ¢” oder ¢ = —¢’ folgt es sofort per Induktion.

Fiir ¢ = Jy. ¢': aus der Induktionsvoraussetzung gilt ¢ <> 1 mit @
quantorenfrei. Wir kénnen annehmen, dass ¢ in disjunktiver Normalform ist:
¢ =\, \; ¥ij, wobei jede ¢;; basic ist. Somit ¢ <> \/; 3y. A\; 1i;. Jede Formel
Jy. /\j ;; ist primitiv existentiell, und die Behauptung folgt aus der Voraus-
setzung. O

4Auch auf Englisch als “/literal/” bekannt.
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Definition 5.13. Das Diagramm einer £-Unterstruktur A einer £-Struktur
ist die L£(.A)-Theorie

Diag(A) := qfTh(A4) := {0 : o qf L(A)-Aussage, A4 F c}.

Lemma 5.14 (Diagrammmethode). Bis auf Isomorphie sind die Modelle von
Diag(A) genau M 4, wobei M eine L-Struktur ist und A < M.

Satz 5.15. Sei T eine L-Theory. Dann sind dquivalent:
(i) T besitzt QF.

(i) Wenn M,N E T eine gemeinsame L-Unterstruktur A haben, gilt M 4 =
Ny.

(i’) “T ist unterstrukturvollstindig”: Wenn M F T und A < M eine
L-Unterstruktur ist, ist T U Diag(.A) vollstindig.

(iii) Wenn M, N E T eine gemeinsame L-Unterstruktur A haben und a € A<%
und ¢(T) eine primitiv existentielle L-Formel ist, gilt

ME ¢(a) & N E ¢(a).

(i1i’) Wenn M,N E T eine gemeinsame endlich erzeugte L-Unterstruktur A
haben, und o eine primitiv existentielle L(A)-Aussage ist, gilt

MaoaEo s NyEo.

Beweis.

(i) = (ii): Sei ¢(a) eine L(A)-Aussage. Nach (i) ist ¢(T) dquivalent zu einer qf Formel
¢'(Z) modulo T. Dann M4 F ¢/'(a) & Ak ¢'(a) & Mg F ¢ (a). Daher
MaE¢(@) & MpE ¢(@a).

(ii) & (ii’): Nach Lemma sind die Modelle von T'U Diag(A) genau M 4, wobei
ME T und A < M. Somit sagt (ii) genau, dass T'U Diag(A) vollstéindig
ist.

(ii) = (iii): Klar.
(i) < (iii’): Klar.

(iii) = (i): Sei ¢(Z) primitiv existentiell. Nach Lemma [5.12] geniigt es zu zeigen, dass
¢ dquivalent modulo T zu einer qf Formel ist.
Sei € ein Tupel von neuen Konstanten mit |¢| = |Z|.
Sei Ty :=T U{¢(@)} und Tp := T U {—¢(¢)}.
Wenn T; inkonsistent ist, gilt T F VZ. —¢(T), und daher ¢(T) <> L.
Wenn T3 inkonsistent ist, gilt T' F VZ. ¢(Z), und daher ¢(Z) <> T.
Nehmen wir also an, dass T und 75 konsistent sind.
Nehmen wir an, dass ¥ := {¢(¢) : ¥(T) qf L-Formel} T} nicht von Th
trennt. Nach Lemma gibt es M1, My E T und @; € M; mit M; E
¢(a1) und My E —¢(az), aber fir alle qf ¥(Z) gilt My F ¢(a;) © My E
P(az).
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Dann setzt sich die Abbildung @; — @5 zu einem £-Isomorphismus <El>£/‘1 =

<EQ>£/12 fort (Namlich tM1(a;) — tM2(a@y) fiir ¢ ein £-Term), der sich zu

cinem £-Isomorphismus M; —» M > <62>242 erweitern ldsst (nach Lem-

ma [2.2)). Dann M) E ¢(a2) und My E =¢(az). Das widerspricht (iii).

Also gibt es 1(¢) € ¥ sodass T1 F ¢(¢) und Ty E —(2), d.h. ¢(T) =1 ¥ (T)

und —¢(T) =1 Y(T). Somit ¢(T) <> Y(T).

O
Wir kénnen jetzt Bemerkung [5.6] fiir beliebige Sprachen verallgemeinern:

Korollar 5.16. SeiT eine konsistente L-Theorie mit QE. Dann sind dquivalent:

(i) T ist vollstindig.

(ii) Fiir alle M,N E T gilt (0)X" = ().

Beweis.

(i) = (ii): Die Abbildung t™ + tV fiir t ein £-Term mit keine Variablen ist ein
L-Isomorphismus.

(ii) = (i): Sei M E T und A := ()" < M. Sei N E T. Nach (ii) gibt es (nach
Lemma [2.2) N’ = N mit A < N’. Nach Satz [5.15(ii) M4 = N;. Daher
M =N"= N. Somit ist T vollstindig.

O

5.4 Beispiele
5.4.1 T,
Sei T, die Lg-Theorie

Too = {Hxl,...,xn./\mi#xj:new}.
i#£]

Proposition 5.17. T, ist vollstandig und besitzt Quantorenelimination.

Beweis. Vollstiandigkeit folgt aus Quantorenelimination, weil die Sprache keine
Konstante hat.

Fiir QE zeigen wir Satz iii’).

Seien M, N F Ty, und A < M, N eine endliche gemeinsame Teilmenge.

Sei Jy. ¥(y) eine primitiv existentielle L, (A)-Aussage. Angenommen, dass
b € M existiert, sodass M4 E 1(b). Wir miissen ein ¥’ € A finden, sodass
Nk o).

Falls b € A: Setze b/ :=b. Falls b ¢ A: Weil N F T, ist N unendlich; setze
b eN\ A

Dann ist id 4U{b — ¥’} eine Bijektion und demnach ein £ (A)-Isomorphismus.
Daher N4 E ¥(V'). O
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5.4.2 DLO

Sei L. := {<} und sei DLO die £.-Theorie dichter linearer Orderungen ohne
Endpunkten:

DLO := {Vx,y, 2. (mz <z
ANz<yVz=yVy<z)
ANrx<yAhy<z)—z<z)
ANz <y—Jw (zr<wAw<y))
AJw.w <z
AJw. x <w)}.

Proposition 5.18. DLO ist vollstindig und besitzt Quantorenelimination.
Insbesondere ist DLO eine Aziomatisierung von (Q; <). Folglich ist Th((Q; <
)) entscheidbar.

Beweis. Vollstandigkeit folgt aus Quantorenelimination, weil die Sprache keine
Konstante besitzt.

Entscheidbarkeit folgt aus Vollstindigkeit, weil DLO eine rekursive Menge
ist, und damit Th((Q; <)) = {o : DLO E ¢} und ihr Komplement {0 : DLO F
=0} rekursiv aufzéhlbar sind, und daher Th((Q; <)) rekursiv ist.

Seien M, N E DLO und A = {ay,...,a,} < M, N eine gemeinsame endli-
che Unterstruktur. Ohne Beschrinkung gilt a1 < as < ... < ay.

i—Let;— Jy.1(y) eine primitiv existentielle L. (A)-Aussage. Angenommen,
dass b € M existiert, sodass M 4 E ¢ (b). Wir finden ein ¥’ € N mit N4 E (V).

Es gibt vier Fiille:

(i) b€ A: Setze b/ =b.

(i) b < a;: Sei b’ € N sodass b/ < ay (b existiert, weil N keinen Endpunkt

hat).
(iii) b > ay,: Sei b’ € N sodass b’ > a, (V' existiert, weil A keinen Endpunkt
hat).
(iv) a; <b < aj41: Sei b’ € N sodass a; <V < a;+1 (V' existiert, weil A dicht
ist).
In allen Fillen ist AU {b} zu AU {b'} iiber A isomorph als angeordnete
Mengen. Daher N4 F ¢ (V). O
5.4.3 (Z;5)

Sei Lg := {S}, wobei S ein 1-stelliges Funktionszeichen ist.
Sei Ts die Lg-Theorie von zyklenfreien Bijektionen

Ts = {Va,y.((S(x) = S(y) = & = y)AF2.5(2) = 2)}U{Ve. 5" (x) # v :n > 1}

(wobei S"t(z) := S(S™(z)); St(z) := S(x)).
(Z; S) E Ts (wobei SZ(n) :=n+1).

Proposition 5.19. Ty ist vollstindig und besitzt Quantorenelimination.
Insbesondere ist (Z; S) entscheidbar und durch Ts aziomatisiert.
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Beweis. Vollstandigkeit folgt aus Quantorenelimination, weil die Sprache keine
Konstante besitzt.

Seien M, N E Tg mit einer endlich erzeugten gemeinsamen Unterstruktur
A.

Wir konnen annehmen, dass S(A) = A: In der Tat ist |J,,(S™)""(A) zu
U, (SV)~"(A) iiber A Lg-isomorph, weil M und N zyklenfrei sind.

Dann ist jede atomare L£g(A)-Formel ¢(x) modulo Ts U Diag(A) zu x = a
(fiir ein a € A) oder T oder L #dquivalent. In der Tat:

w2 () g | T (=)
S()—S()HTS{L )

Sn(.’E) = Sm(a) HTSUDiag(A) T = Sm’”(a)(e A)

Daher ist eine primitiv existentielle Lg(.A)-Aussage o zu T oder L oder

3y Ny=ain Ny#bi

i<k i<l

modulo Ts U Diag(A) dquivalent. Weil M und A unendlich sind, gilt M 4 E
oo NaFo.
Die Behauptung folgt nach Satz iii’). O

5.4.4 ACF

Sei Lying := {+,—,,0,1}. Sei ACF die Lying-Theorie von algebraisch abgeschlos-
senen Korpern:

ACF := [Kérperaxiome] U {Vzo,...,z,. Jx. Zzimi =0:n>1}.
i=0

Proposition 5.20. ACF besitzt Quantorenelimination.

Beweis. Sei K; F ACF und R = {(ay,...,a,) < K, K5 ein endlich erzeugter
gemeinsamer Unterring.

Sei Jy. ¢ (y) eine primitiv existentielle Lying (R)-Aussage. Angenommen, dass
b € K existiert, sodass K F 1(b). Wir zeigen, dass Ko E Jy. ¥(y).

Sei F; der Quotientenkorper in K; von R. Dann ldsst idg sich zu einem
Isomorphismus f : Fy =N F, erweitern (Fy > £+ = € Fb).

Nun sei G; der algebraische Abschluss von F; in K;, d.h. die Menge aller
Losungen von Polynomgleichungen mit Koeffizienten in F;.

Weil der algebraisch Abschluss von F; bis auf Fj-Isomorphie endeutig be-

stimmt ist, ldsst f sich zu einem Isomorphismus g : G = G2 erweitern.

Falls b € Gy, gilt Kz E 1(g(b)).

Sonst: b ist transzendent iiber G;. Dann ist G1(b) isomorph iiber G; zum
rationalen Funktionkérper G1(X). Sei K} eine echte elementare Erweiterung von
K. Dann gibt es ' € K} \ Go. Dann ist G2(b') wieder isomorph iiber Gy zum
rationalen Funktionkorper G5 (X). Deshalb lisst g sich zu einem Isomorphismus
h : G1(b) — Ga(V') mit h(b) = V' erweitern. Deswegen folgt K} F ¢ (V') und
deshalb K} E Jy. ¢(y). Daher folgt schliefllich K E Jy. ¥(y). O
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Fiir p € N prim, sei ACF,, := ACFU{p = 0}, wobei i der Term 1+1+...+1
(n Mal) ist.
Sei ACFy:=ACFU{n#0:n>1}.

Theorem 5.21. Die Vervollstindigungen von ACF sind ACF,, fiir p prim oder
0.

Beweis. Die Charakteristik eines Korpers ist prim oder 0. Fiir K ein Korper
mit Charakteristik p ist

K o IFp p7é0
<®>£ring - {Z p= 0'

Deswegen impliziert Quantorenelimination nach Korollar Vollstandigkeit
von jedem ACF,,. O

Satz 5.22 (Ax). Jede injektive Polynomabbildung F : C" — C" (d.h. F(a) =
(F1(a),. .., Fy(a), wobei F; € C[X]) ist surjektiv.

Beweis.

Behauptung 5.23. Sei p eine Primzahl. Jede injektive Polynomabbildung F :
(Fale)™ — (Fa'8)™ ist surjektiv.

Beweis. Wir haben: Fa'& = J, F .

Sei ko,sodass die Koeffizienten von F'in F x, sind.

Sei k > kg. Dann F (IFZ’“) - ng Nach Injektivitéit und dem Schubfachprinzip
gilt F(F?,) = F7,.

Daher F((Fglg)”) = (]Fglg)”. O

Sei n,d € w. Sei 0y, 4 eine L,ing-Aussage, die ausdriickt, dass jede injektive
Polynomabbildung F' : K™ — K™, die von Polynome mit Grad < d besteht,
surjektiv ist:

Ond =VY210,. .-, zn’d.(ﬁ,y.((/\ Zz”acf = Zz”yf) — /\:rz =y;) — Vy.3zT. /\ Zz”xf =y;).
i j J i ig

Angenommen, dass C I o, 4. Nach Vollstédndigkeit von ACF gilt ACF, F
—0,,q4. Nach Kompaktheit gibt es m € w, sodass

ACFE N i#0— —0ona.
0<i<m
Wenn p > m prim ist, gilt dann ACF, F =0, 4. Das widerspricht der Behaup-
tung. O
5.4.5 Presburger Arithmetik

Beispiel 5.24. (ohne Beweis) In (Z;+,<) sind nZ C Z (n > 2) existentiell
definierbar aber nicht gf definierbar. Jedoch hat (Z;0,1,+, —, <,22Z,3Z,4Z,...)
QE.
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6 Elementare Erweiterungen

Satz 6.1 (Tarski-Test). Sei M eine L-Struktur und A eine Teilmenge. Dann
sind dquivalent:

(i) A ist die Grundmenge einer elementaren Unterstruktur;

(i) fiir jede L(A)-Formel in einer freien Variable ¢(x) gilt: wenn M E Jx.¢(z),
gilt M E ¢(a) fir eina € A.

Beweis.

(i) = (ii): Sei A die elementare Unterstruktur, die Grundmenge A hat. Falls M F
Jz.¢(z), A E Jz.¢(x) durch Elementaritit; wihle ein a € A mit A F ¢(a);
dann M E ¢(a) durch Elementaritét.

(if) = (i): Aus (ii) mit ¢(z) := x = f(a) folgt, dass A geschlossen unter (> 0-st)
Funktionen ist. Daher ist A die Grundmenge eine Unterstruktur A.
Wir zeigen durch Induktion iiber Formelkomplexitit, dass fiir jede £(A)-

Aussage o
AEoc e MEo. (1)

gilt fiir atomare o, weil A eine Unterstruktur ist, und wenn es fiir o
und o’ gilt, gilt es offensichtlich auch fiir —o und (o A o”).

Nun nehmen wir an, dass o = Jx. ¢(x), und fiir ¢(a) fiir jedes a € A
gilt.

Wenn A E o, gilt A F ¢(a) fir ein a € A, somit M E ¢(a) durch die
Induktionsvoraussetzung, daher M F o. Nehmen wir umgekehrt an, dass
M E . Dann M E ¢(b) fiir ein b € M. Durch (ii) M F ¢(a) fiir ein a € A.
Dann A E ¢(a) durch die Induktionsvoraussetzung. Daher A E o.

O

Definition 6.2. Eine £-Theorie T besitzt interne Skolemfunktionen, wenn
es fiir jede £L-Formel ¢(z,7) ein Funktionszeichen fy, 3 € £ gibt, sodass

Lemma 6.3. Wenn T eine L-Theorie mit interne Skolemfunktionen ist, sind
Unterstrukturen von Modelle elementar: Wenn N < M E T, gilt N < M.

Beweis. Sei ¢(x,a) eine L(N)-Formel, und nehmen wir an, dass M F 3z.¢(z, a).
Dann fy(, 5 (@) € N, weil N' < M, und M E ¢(fy (x5 (@), a). Damit gilt nach
Satz [N < M. O

Lemma 6.4. SeiT eine L-Theorie. Dann T hat eine Skolemexpansion T* D
T, d.h. eine Theorie in einer Sprache L* D L mit |L*| = |L] + Rg, sodass
T* interne Skolemfunktionen hat, und jedes Modell von T expandiert zu einem
Modell von T™.

Beweis. Sei Lo := L und Liy1 = L; U{fgzy) : ¢(,7) eine Li-Formel} und
Lr = Uz Li-
Sei T* := T U{¥y. (3x. ¢(x,7) — ¢(fq) (), ¥)) | ¢(z,7) eine L*-Formel}.
Wenn M F T, kénnen wir nach dem Auswahlaxiom rekursiv die fy(, 5
definieren, um ein Modell von T™ zu erreichen.
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Satz 6.5 (Lowenheim-Skolem). Sei M eine unendliche L-Struktur.

(i) “Abwirts”: Sei A C M eine Teilmenge mit |A| > |L] + Ro, Dann gibt es
eine elementare Unterstruktur N' = M, sodass A C N und |N| = |A].

(ii) “Aufwirts”: Fir jede Kardinalzahl k > |L] + | M| gibt es eine elementare
Erweiterung N' = M mit [N| = k.

Insbesondere gibt es fiir jedes k > |L]| 4+ R ein Modell N = M mit [N| = k.

Beweis. (1) Zuerst nehmen wir an, dass T := Th(M) interne Skolemfunktio-
nen hat.

Sei N := (A)¥!. Nach Lemma IN| = |A|. Nach Lemma [6.3| N < M.

Nun zu dem allgemeinen Fall: Seien £* und 7% wie in Lemma [6.4] und
sei M* E T* eine Expansion von M zu L£*. Weil |L£*| = |L] + Ny, gilt
|A| > |£*| + Rg. Dann erhalten wir A C N* < M* mit [N*| = |A|. Dann
ist N := N* [, wie gewiinscht.

(ii) Sei £ := L(M)U{c; : i € Kk}, wobei ¢; neue Konstanten sind, und 7" :=
Th(Mpam)U{c; # ¢j : i # j € k}. Dann T ist konsistent, weil M unendlich
ist. Sei M’ E T" mit M < M’ und sei A := {¢M ;i € k} € M’. Dann nach
(i), gibt es N < M’ mit [N| = |A| = k. Nun N = M, weil N E Th(M ).

O

Korollar 6.6 (“Das Skolem-Paradoxon”). Wenn ZFC konsistent ist, hat es ein
abzihlbares Modell. Dies ist kein Paradozon!

Korollar 6.7. Kein unendliche Struktur ist bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmt durch ihre Theorie.

Bemerkung 6.8. Im Gegensatz dazu ist jede endliche Struktur durch ihre Theo-
rie bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Bemerkung 6.9. (R;+,-, <) ist der eindeutig bestimmte vollstindige geordnete
Korper; aber “vollstéandig” (jede beschrinkte Teilmenge hat ein Supremum) ist
nicht in der Logik erster Stufe ausdriickbar.

Definition 6.10. Sei x eine unendliche Kardinalzahl. Eine Theorie T heifit «-
kategorisch, wenn T ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmtes Modell der
Machtigkeit x besitzt.

Satz 6.11 (Cantor). DLO ist Ro-kategorisch.

Beweis. (“Hin-und-her-Argumentation”)

Seien M, N F DLO mit M| = Xy = |N]|. Seien M = (m;)ic,, und N' =
(ni)icw. Wir bauen rekursiv eine Kette von partiellen Isomorphismen 6; : M --»
N, sodass

|dom 6;] < Rg und fir alle j < i gilt m; € dom#é, und n; € im#,. *)

Sei 00 = @
Angenommen, dass 6;, das (ED erfiillt, konstruiert ist.
Genau wie im Beweis von QE fiir DLO lésst 6; sich zu 6} : M --» N mit
m; € dom6; erweitern.
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Ahnlich ldsst (0))7 : N --» M sich zu 6/ : N' --» M mit n; € dom¥,”
erweitern.
Dann 641 == (0/)7! : M --» N erfiillt ().

Dann ist 6 :=J, 6, : M Z, N\ ein Isomorphismus. O

Satz 6.12 (Vaughts Kriterium). Sei T eine L-Theorie, die kein endliches Mo-
dell besitzt und k-kategorisch ist, wobei k > |L| 4+ Ng. Dann ist T vollstindig.

Beweis. Seien M, N E T. Beide M und N sind unendlich. Nach Satz [6.5] gibt
es M' = M und NV = N mit |M'| = k = |N'|. Nach k-Kategorizitdt M’ = N’.
Daher M = N. O

Notation 6.13. Fiir T eine vollstindige £-Theorie setzen wir

Das ist die Méchtigkeit der Menge aller £-Aussagen ist.

7 Typen

Definition 7.1. Sei n € w und sei z1,...,z, ein Tupel von verschiedenen
Variablen.

e Sei M eine L-Struktur. Der Typ (in Variablen Z) eines Tupels b € M"
in M ist

tp™M (D) := {p(T) : M E $(b); H(T) eine L-Formel}.

e Fin Typ ist der Typ eines Tupels in einer Struktur.
e Ein partieller Typ ist eine Teilmenge eines Typs.

e Sei T eine konsistente £-Theorie. Die Menge von n-Typen in T ist
S, (T) := {tp™M(b) : MET; b e M"}.

(Eigentlich sollte dies als Sz(T") geschrieben werden, weil es von der Wahl
von den Variablen T und nicht nur von n abhéngt. Aber “S,,” ist tradi-
tionell.)

e Sei A eine Teilmenge einer Struktur M und b € M<¥. Der Typ von b
iiber A ist B B
tp™ (b/A) := tp™4 (D) € S, (Th(M.a)).

e Sei SM(A) :=S,(Th(My)).

e Wir schreiben S(T") fiir die Menge aller Typen (in beliebigen freien Varia-
blen) in 7', und SM(A) fiir die Menge aller Typen iiber A C M.
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Lemma 7.2. Eine Menge von L-Formeln ®(T) ist ein partieller Typ genau
dann, wenn sie endlich erfillbar ist, d.h.: Fiir jede endliche Teilmenge &y C ®
gibt es eine L-Struktur M, sodass M F 3T. )\ cq, ¥(T).

Ein partieller Typ ®(T) ist ein Typ genau dann, wenn fir jede L-Formel
P(T) entweder Y(T) € ®(T) oder - (T) € ®(T) gilt.

Insbesondere sind Typen in T genau die maximalen konsistenten (= endlich
erfillbaren in Modelle von T') Mengen von Formeln in einem bestimmten Tupel
von Variablen.

Beweis. Kompaktheit. O
Definition 7.3. S, (7T) ist ein topologischer Raum mit Basis offener Mengen
{[¢] : ¢(T) an L-formula}, wobei [¢] := {p € S,(T) : ¢ € p} C S, (T).

Fakt 7.4. S,(T) ist ein Stone-Raum, das heifst, das es kompakt Hausdorff und
total unzusammenhdngend ist.

Beweis. UA 4. O

Beispiel 7.5 (Typen in DLO). DLO besitzt QE. Daher, wenn M F DLO und
b e M=<¥, ist tp™(b/A) durch die basic £ (A)-Formeln, die b erfiillt, bestimmt.

e 51(DLO): Die einzige konsistent basic Formel in einer freien Variable z ist
x = x. Daher |S1(DLO)| = 1.

e S5(DLO) besteht aus die drei Typen, die sind (modulo DLO) jeweils durch
r <y, r =y, und y < z bestimmt

o S%(Z) besteht aus den Typen bestimmt durch

—xz=mn (einn € 7Z);
—n<z<n+1 (einn ez
- {x<n:neZ};
—{z>n:nekZ}.

e Allgemeiner betrachten wir p(xz) = S1(A), wobei A C M E DLO.
Wenn x = a € p(x) fiir ein a € A, bestimmt = = a den Typ p.

Sonst seien L:={a € A:a<ze€plund R:={a€ A:a >z € p}. Dann
ist (L, R) ein Schnitt in A, d.h., LUR = A und fiir allel € L und r € R
gilt I < r. Dann ist p(z) durch {{ <z :1 € L}U{zx < r:r € R} bestimmt.

Wenn umgekehrt (L, R) ein Schnitt ist, ist {{ < x : 1 € L}U{z < r:r € R}
endlich erfiillbar und bestimmt daher einen Typ in S7(A).

e Z.B.: S%(Q) ist in Bijektion mit R U {—o0, 400} (Aber die Topologie ist
gewiss nicht die Euklidische Topologie!).

Definition 7.6. Fiir ®(Z) eine Menge von £-Formeln und € ein [Z|-Tupel von
Konstanten

0(@) :={¢(0) : ¢(7) € ()}
Wenn 7 ein |Z]-Tupel von Variablen ist, definieren wir dhnlich ®(7).
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Bemerkung 7.7. Sei T eine konsistente £-Theorie.

e So(T) besteht aus den Vervollstindigungen von 7.

e Die Abbildung S, (T) — So(T"); p(ZT) — p(c) ist ein Homdomorphismus,
wobei ¢ ein n-Tupel von neuen Konstanten ist und 7" die £(¢)-Theorie,
die aus den gleichen Aussagen wie T besteht, ist.

Bemerkung 7.8. Sei A C M eine Teilmenge einer £-Struktur M.

Wenn N eine andere L£-Struktur, die A enthalt, ist und Ny = M, (Z.B.
wenn N = M), gilt SN (A) = SM(A).

Wir schreiben oft S,,(A) fiir S (A).

Definition 7.9. Sei ®(T) eine Menge von Formeln.

e Wenn a € M, bedeutet
akFE o,

dass

Mgz E O(a).
Dann heifit @ eine Realisierung vom partiellen Typ ®.

e Wir schreiben
®(z) Fr '(7),
falls
®(c) b1 @' (),

wobei ¢ ein |Z|-Tupel von neuen Variablen ist. Dazu #dquivalent, fiir jedes
Modell M E T und @ € M|

aF @) = akF o' (7).

Wir schreiben z.B. ¢ Fp @ statt {¢} Fr .

Definition 7.10. M kE T realisiert eine Formelmenge ® in T, wenn ein b €
M™ eine Realisierung von @ ist.
Wenn M realisiert @ nicht, vermeidet M die Formelmenge ®.

Definition 7.11. Ein Typ p(Z) € S, (T) ist isoliert, wenn es ¢(Z) € p(T) gibt,
sodass ¢(T) Fr p(T). Dann sagen wir, dass ¢ den Typ p isoliert.

Lemma 7.12. Sei T eine vollstindige Theorie sein. Seien p € S, (T) isoliert
und M ET. Dann realisiert M den Typ p.

Beweis. Sei ¢(T) € p(T) mit ¢(T) Fr p(T). Weil p endlich erfiillbar ist (Nach
Lemma [7.2) und T vollsténdig ist, gilt 7' F 3. ¢(T). Sei somit b € MITL it
ME ¢(b). Dann b E p. O

Ezample 7.13. Sei K E ACF und F' C K einen Unterkérper. Sei p(z) € S1(F).
Weil ACF QE besitzt, ist p durch die impliziert durch p Polynomgleichungen
iiber A bestimmt, d.h. durch

I, = {f(X) € FIX]: f(z) =0 € p}.
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Dies ist ein Ideal: I, < F[X]. Aulerdem ist es ein Primideal, d.h.: f-g € I, =
(f € I, oder g € I,). In der Tat: sei eine Realisierung a € K’ = K; wenn
(f-g)(a) =0, gilt f(a)-g(a) =0 und somit f(a) = 0 oder g(a) = 0 (weil K’
eine Integritsbereich ist).

Nun weil F[X] ein Hauptidealring ist, gilt I, = m,,- F'[X] fur ein Primelement
my, € F[X]. Wenn m,, = 0, ist p der Typ eines transzendenten Elements iiber F'.
Dann kénnte p nicht in K realisiert werden (K konnte F# sein). Sonst ist p ein
algebraischer Typ und ist durch my,(x) = 0 isoliert und ist in jeder algebraischen
abgeschlossenen Korpererweiterung von F' realisiert.

Betrachte nun p € S, (F), wobei n > 1. Wie vorher ist

I, = {f(X) € FIX]: f) =0 € p}

ein Primideal in F[X].

Umgekehrt: Wenn I < F[X] ein Primideal ist, ist R := F[X]/I eine Inte-
griitsbereich. Sei K’ D F ein algebraischer Abschluss des Quotientenkérpers von
R und sei a; == X;/I € K'. Sei p := tp'(@/F). Dann I, = I.

Somit ist p +— I, eine Bijektion S, (F) — Spec(F[X]), wobei Spec(F[X])

die Menge alles Primideals von F[X] ist. (Diese Abbildung ist stetig, wenn das
Spektrum Spec(F[X]) seine gewdhnte Zariskitopologie hat, aber sie ist kein
Homéomorphismus.)

Wir kénnen auch denken an dies in Bezug auf naive algebraische Geometrie.
Wenn F' ein Unterkorper eines algebraischen abgeschlossenen Korpers K ist, ist
eine abgeschlossene algebraische Teilmenge von K™ iiber F' die gemeinsame Null-
stelle V =V (I) C K" eines Ideals I < F[X]. V heifit irreduzible, wenn es nicht
die Vereinigung zweier echter abgeschlossener algebraischer Teilmengen iiber F'
ist; dazu dquivalent, wenn I ein Primideal ist. Ein Punkt @ € V heifit generisch
(iiber F'), wenn es in kein echten abgeschlossenen algebraischen Teilmenge ist.
Dann gilt tp(a/F) = pr,. Umgekehrt: jeden Typ p € S,,(F) ist von diese Form
fiir ein @ € K™ fiir ein K (2z.B. durch Betrachtung von F[X]/I, wie vorher). Mit
anderen Worten: Die Typen in ACF sind genau die Typen generischer Elemente
irreduzibler abgeschlossener algebraischer Teilmengen.

Schliefllich: Betrachte eine beliebige Teilmenge A C K. Sei F' < K der
Unterkorper, den A erzeugt. Dann bestimmt ein Typ iiber A einen Typ iiber F.

D.h.: Die Einschrinkung-Abbildung S,,(F) — S, (A) ist eine Bijektion.

_—~

7.1 Saturiertheit

Lemma 7.14 (“Gemeinsame Konsistenz fiir Konstanten”). Sei T eine vollstindige
L-Theorie. Fir i € I sei C; eine Menge von Konstanten ist mit C;NC; =0 =
CiNL firi#j. Sei T; O T eine konsistent LU C;-Theorie. Dann ist |J;c; T;
konsistent.

Bemerkung 7.15. In Fakt gilt dies, wenn wir auch neue Relationszeichen und/oder
Funktionszeichen hinzufugen. Dies ist “Robinson’s Joint Consistency Theorem”
( Chang&XKeisler enthiilt einen Beweis).

Beweis. Wenn | J,;; T; inkonsistent ist, ist nach Kompaktheit T'U {¢;(¢;) : i €
Ip} inkonsistent, wobei Iy C I endlich ist und T; F ¢;(¢;) und ¢; € C~*. OBdA
IO = {1,2,...,n}.

Dann T EVZ1,...,Tn. 7 N\ i<, ¢i(Ti) mit T; disjunkt Tupeln.
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Dann T E Vfl, NN 7Tn. \/1<i<n _‘Qsz(fz)
Dann T E V| ., ., VZi. =¢;(T;). Damit ist T'U {¢;(¢;)} inkonsistent fiir eines
i. Dies widerspricht die Konsistenz von Tj. O

Lemma 7.16. Sei M eine unendliche L-Struktur und A C M. Dann gibt es
N = M, das jeden Typ p € S(A) realisiert.

Beweis. Fiir jede n > 1 und jeden n-Typ p € S(A) sei ¢, ein Tupel von neuen
Konstanten mit [¢,| = n.
Wir miissen zeigen, dass T" := Th(M) UU,¢ g4y P(Gp) konsistent ist.
Nach der Definition von S(A) ist jede Th(M 4) U p(¢,) konsistent. Auch ist
Th(Maq) 2 Th(M 4) konsistent. Somit ist 7" konsistent nach Lemma
O

Definition 7.17. Sei k eine unendliche Kardinalzahl. Eine £-Struktur M heifit
k-saturiert, wenn fiir jede Teilmenge A C M mit |A| < & jedes p € S1(A) in
M realisiert ist.

M heifit saturiert, wenn es | M|-saturiert ist.

Beispiel 7.18. (Q; <) ist Rg-saturiert.
Q™8 E ACF ist nicht Ry-saturiert (Da vermeidet es den transzendente Typ
in S1(0)).

Lemma 7.19. Wenn M ist k-saturiert, ist fir jede Teilmenge A C M mit
|A| < Kk und jedes n > 1 jedes p € Sp(A) in M realisiert.

Beweis. Durch Induction iber n.

Sei p(x1,...,Tn,y) € Snr1(A). Setze q(x1,...,2n) = {d(x1,...,2,) : & €
p} € Sn(A). Aus der Induktionsvoraussetzung ist ¢ in M realisiert. Sei @ € M™
mit @ F q.

Nun ist p(@,y) = {¢@,vy) : ¢ € p} € SM(AU{ay,...,a,}); in der Tat:
Sei ®0(Z,y) Cena P(T,y) eine endliche Teilmenge. Weil tp™(a/A) = ¢(z) >

Y. Npea, 2T, y), gilt M EJy. A\ cq, 9(a@ y).
Daher (Weil |A| +n < k) gibt es b € M mit b F p(a@,y) und somit (a,b) F

p(T,y). O

Lemma 7.20. Seien 0 : M --» N partiell elementar und A C dom@ und
p(T) € SM(A).

(i) Die Konjugierte von p durch 6
(%) == {6(7,0(a)) : 6(T,a) € p(T); ¢ eine L-Formel}
ist ein Typ p® € SN (0(A)).

(ii) Fiirb € M eine Erweiterung 6’ von 6 mit dom 6’ = dom U {b} ist partiell
elementar genau dann, wenn 0'(b) F tp(b/dom 0)?.

Beweis. (i) Fiir eine endliche Teilmenge ®¢(Z) Cena p(T), schreibe A\ ¢ als
¥(T,a), wobei 1 eine L-Formel ist und @ € A<“. Dann M F 7. (T, a).
Nach Elementaritiat N F 37. (T, 6(a)).

(ii) Sofort.
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Lemma 7.21. Wenn M = N und M| = |N| > Ry und beide M und N
saturiert sind, gilt M = N

Beweis. Hin-und-her.
Seien M = (mq)aecr und N = (ng)aer. Wir bauen rekursiv eine Kette von
partiellen elementaren Abbildungen 6, : M --+ N fiir a € A\ , sodass

domé,| < 2-|a| und fiir alle 8 < « gilt mz € dom#é, und ng € imf,. (*
B B

Sei 6y := (. Fiir  eine Limeszahl sei 6, := |J
Inl=2-nl.

Angenommen, dass 0, das @ erfiillt, konstruiert ist.

Nach Saturiertheit ist tp(mgq/dom 6,)% € S;(im#@,) in N realisiert.

Daher lésst 0, sich zu 0, : M --+» N mit m,, € dom#@," erweitern.
Symmetrisch ldsst (6/,)~! : N --» M sich zu 07 : N --» M mit n, € dom6,”
erweitern.

Dann Oy 41 := (02)71 : M --» N erfiillt (¥).
Dann ist 0 :=J,, 0o : M =y NV ein Isomorphismus. O

a<n Ua- Wir haben [dom 6, <

Definition 7.22. Eine £-Struktur M ist x-universell, wenn jedes Modell N =
M mit |N| < k elementar in M einbetten ldsst.

Lemma 7.23. Sei M eine k-saturierte L-Struktur. Dann ist M kT -universell.

Beweis. Sei N = M mit X\ := |N| < k. Sei N = {an : @ € \}. Wir konstru-
ieren eine Kette von partiellen elementaren Abbildungen 6, : NV --» M mit
domb, = A, :={ag: B < a}.

Setze 0 := (). Fiir 1) eine Limeszahl setze 6, := Ua<n 0,

Weil |A,| = |a| < A < &, ist nach x-Saturiertheit tp(as/As)% in M reali-
siert. Sei 0,41(aq) eine Realisierung. O

8 Abzihlbare Modelle abziahlbarer Theorien

8.1 Abzihlbare saturierte Modelle

Lemma 8.1 (Tarskis Ketten-Lemma). Seien (I;<) eine lineare Ordnung und
(Mi)ier eine elementare Kette (D.h. M; X M; fiiri < j) Dann M; < U;c; M

fiir alle 1.
Beweis. UA 1.1(b). O

Definition 8.2. Eine Theorie T heiffit schmal, wenn |S,(T)| < Nq fiir alle
n € w.

Beispiel 8.3. (Q; <) is small. (Q; <)g is not small.

Satz 8.4. Sei T eine abzihlbare (D.h. |L| < Ng) vollstindige L-Theorie mit
unendliche Modelle.

Dann besitzt T' ein abzdhlbares saturiertes Modell genau dann, wenn T' schmal
15t.

Beweis. =: Sei n € w. Jeder Typ in S,(T) ist im abzéhlbaren saturierten
Modell realisiert. Daher |S, (T)| < No.
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<: Wenn A Cepg M FE T, gilt [S1(A)] < [S14141(T)| < Ro; in der Tat: Wenn
A={ay,...,an}, ist p(x,a) — p(z,7) eine Injektion S;(A4) — S, +1(T).
Wir bauen eine elementare Kette (M,);e,, abzidhlbarer Modelle. Sei M E
T mit |[My| = N, die nach Lowenheim-Skolem existiert. Wenn M, kon-
struiert ist, sei X := (J, . g, S1(A). Dann [X| < Rg. Somit durch Lem-
ma und Léwenheim-Skolem gibt es ein abziihlbares Modell M;,1 =
M;, die alle p € X realisiert.

Sei nun M := (J;c,, Mi F T. Dann [M| < Ry und wenn A Ceng M, gilt
A Ceng M, fiir eines i € w. Daher alle p € S7(A) sind in M, realisiert,
und deshalb sind in M > M, realisiert.

O

8.2 Typenvermeidung
Definition 8.5. Sei T eine konsistente £-Theorie.
e Eine L£-Formel ¢(Z) heiit konsistent (mit 7'), wenn T ¥ —3z. (T).

e Ein Formelmenge ®(Z) in T heifit isoliert, wenn es eine konsistente L£-
Formel ¢(Z), sodass ¢(T) Fr ®(Z).

Satz 8.6 (Typenvermeidungssatz). Sei T eine abzihlbare konsistente Theorie.
Set (P (Tk))kew nicht-isolierte Formelmengen. Dann existiert ein abzihlbares
Modell M ET, das jedes @y vermeidet.

Beweis. Sei C' = {¢; : i < w} eine Menge von neuen Konstanten.

Aufzghlen die £(C)-Formeln in z als (¢;(z) : i < w).

Sei & : {(k,?) : k € w; ¢ € CI7I} — & eine Bijektion.

Wir konstruieren eine aufsteigende Kette (X;)ic, von Menge von L(C)-
Aussagen, sodass

(i

) 3] < Ro;
(ii) T; := T U%; ist konsistent;
)

(i) Wenn j < i, gibt es ¢ € C, sodass T; F Jx. ¥;(z) — ¥;(c);
(iv) Wenn &(k,C) < 4, gibt es ¢(Tx) € Pr(Ty), sodass T; E —¢(2).

Sei ¥ := 0. Angenommen, dass X, (i)-(iv) erfiillt.

Sei ¢ € C, das in weder X; noch v; vorkommt, und setze ¥, ; := ¥; U
{3z 1i(x) — 1i(c)}. Dann ist T U X} ;| konsistent.

Sei (k,¢) = i, und setze T := Ty. Sei §(T,7), sodass A\ Xj | = (¢, @), wobei
e (C\{c1,...,cz})<Y. Nun T' ¥ —~37. 3g. 0(%,7), also, weil @, nicht isoliert
ist, gibt es ¢;(T) € Pk (T), sodass

3. 6(z,9) Yr ¢i(T)). (*)

Setze i1 1= X U{~¢;i(¢)}. Dann ist T U X, konsistent nach (¥).

Setze schleillich T, := T'U |J,,, . Dann ist T;, nach (ii) konsistent (weil
(3;); eine aufsteigende Kette ist); sei M F T,,. Nach (iii) und dem Tarski-Test
ist {cM : ¢ € O} die Grundmenge eine aufzihlbare elementare Unterstruktur
N = M. Nach (iv) vermeidet N jedes ®y. O



8 ABZAHLBARE MODELLE ABZAHLBARER THEORIEN 25

8.3 Primmodelle

Definition 8.7. M E T ist ein primes Modell (Primmodell) von eine Theorie
T, wenn es in jedem Modell von T' elementar einbettet.

Beispiel 8.8. (Z;S) ist ein Primmodell von seine Theorie.
(Q; <) ist ein Primmodell von DLO.

Definition 8.9. Eine L£-Struktur M heiffit atomar, wenn der Typ von jedem
Tupel @ € M< isoliert ist.

Definition 8.10. Eine Formel ¢(7) heit Atom modulo 7', wenn es konsistent
mit 7" ist und einen Typ in T isoliert; dquivalent: Fiir kein ¢ (T) sind beide ¢ A
und ¢ A = konsistent mit T'.

Notation 8.11. ab:= (ai,... » Qpals b1, - - - ’blg\)'

Lemma 8.12 (“Monotonie und Transitivitét von Isolierung”). Seia,b e M=%,
Dann ist tp(ab) isoliert gdw tp(a/b) und tp(b) isoliert sind.

Beweis. =: Angenommen, ¢(,7) isoliert tp(ab). Dann

e §(z,b) isoliert tp(a/b); in der Tat: Wenn @ k ¢ (Z, b), gilt ab = ¢(T,7), also
gﬂt (;S(f, y) Fr 1/1(77 y)a also gllt ¢(f7 b) FTg w(f, b)

e 7. ¢(7,7) isoliert tp(b); in der Tat: Wenn b F (%), gilt ¢(Z,7) Fr ¥ (),
also gilt 37. ¢(Z,7) Fr ¥ (7).

<: Angenommen, ¢(7) isoliert tp(b) und &(, b) isoliert tp(@/b) (wobei £(Z, )
eine £-Formel ist). B B
Dann £(7,7) A ¢(y) isoliert tp(ab). In der Tat: Wenn ab F (7,7), gilt

a F Y(z,b), also £(7,b) Fr (T, b), also b E VZ. (£(T,y) — ¥(T,7)), also T E
VY. (6(y) = VI.(§(T, y) = ¥(T,7))), also T = VE, 5. ((E(T, ) Ad(Y)) = ¥(T, ?))%]

Lemma 8.13. Sei M eine unendliche L-Struktur, wobei |L] < Ng.
Dann ist M ein Primmodell von Th(M) genau dann, wenn M abzihlbar
und atomar ist.

Beweis. Sei M E T prim. Dann ist M abzéhlbar, weil es nach Léwenheim-
Skolem in einem abzihlbaren Modell einbettet. Sei @ € M <. Dann ist tp(a) in

jedes M’ E T realisiert (némlich durch 6(a), wobei 6 : M = M ). Nach das
Typenvermeidungssatz ist tp(a) daher isoliert. Deshalb ist M atomar.

Sei umgekehrt M = (a;);c. abzéhlbar atomar, und sei M’ E T. Wir kon-
struieren eine Kette von partiellen elementaren Abbildungen 6; : M — M’ mit
doméb; = {a; : j <i}.

Setze 6y := 0.

Sei 6; konstruiert. p; := tp(a;/ag,...,a;—1) ist nach Atomizitéit (und Lem-
ma isoliert, und somit ist pfi isoliert, also durch ein b; € M’ realisiert.
Setze 0;41(a;) := b;. Dann ist 6;; partiell elementar (nach Lemma ii)).

Dann ist (J, ., 0 : M <=4 M’ eine elementare Einbettung. Daher ist M
prim. O
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Lemma 8.14. Seien M = N abzihlbare atomare elementar dquivalente Struk-
turen. Dann sind M und N isomorph.

Beweis. UA. O

Proposition 8.15. Sei T eine abzihlbare Theorie. Dann hat T bis auf Isomor-
phie hdchstens ein Primmodell.

Beweis. UA (Es folgt aus Lemma und Lemma [8.13)). O

Definition 8.16. Wir sagen, dass die isolierte Typen dicht in S(T') sind,
wenn es fiir jede konsistent mit 7" Formel ¢(Z) einen isolierten Typ p(Z) € S(T)
mit ¢ € p gibt.

Satz 8.17. FEine abzdihlbare vollstindige Theorie T besitzt ein Primmodell genau
dann, wenn die isolierte Typen dicht in S(T) sind.

Beweis. =: Sei (durch Lemma M E T abzéhlbar und atomar. Dann hat
jede konsistente Formel ¢(T) eine Realisierung in M (weil T' vollsténdig ist), die
nach Atomizitdt einen isolierten Typ besitzt.

<: Seien n € w und U, (21,...,2,) := {~(T) : Y(T) ein Atom}. Nehmen
wir an, dass eine Formel ¢(T) die Formelmenge ¥, (%) isoliert. Nach Dichtheit
von isolierten Typen gilt ¥(T) b1 ¢(T) fiir ein Atom (T), aber dann ¥ (T) Fr
—)(7), was die Konsistenz von ¢(Z) widerspricht. Somit ist jedes ¥,,(Z) nicht
isoliert, also nach dem Typenvermeidungssatz gibt es ein aufzéhlbares M E T,
das jedes ¥,, vermeidet. Dann ist M atomar: Wenn @ € M<%_ gibt es ein Atom
Y(T), sodass @ & —(T), also a F (), also ¥(T) den Typ tp(a) isoliert. O

Notation 8.18. Wir schreiben Elemente von 2<% oder 2“ wie binire Zeichen-
ketten, mit () fiir die leere Zeichenkette.
s < t bedeutet, dass s ein Prifix von ¢ ist, d.h. ¢t = st’ fiir ein ¢'.

Definition 8.19. Ein bindrer Baum von Formeln fiir eine Theorie T ist
eine Familie von Formeln (¢4(T))sco<w, sodass fiir alle s € 2<%:

e ¢.(T) ist konsistent mit T’
L4 QbsO(T) }_T ¢s(f) and ¢sl(f) '_T ¢s (T),
L4 d)sO(f) }_T _'(Z&sl(f)'

Lemma 8.20. Wenn eine abzdhlbare Theorie T hat einen bindren Baum von
Formeln, gilt S(T) = 2%,

Beweis. Sei (¢ps(T))sca<w ein bindrer Baum mit [Z| = n. Fiir t € 2 ist {Ps(T) :
s < t} konsistent, also ldsst es sich zu einen Typ pi(ZT) € S,(T) erweitern.
Wenn ¢ # t/, existiert s € 2<%, sodass s0 <t und s1 < t' oder umgekehrt, also
p(T) # pr (T).

Somit [S(T)| > |S,(T)| > [2¢| = 2%e.

Weil die Sprache £ von T abzihlbar ist, gilt |S(T)| < |P({L-Formeln})| =
2%o, O
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Beispiel 8.21. Betrachte 2 als eine Struktur in der Sprache {P; : s € 2<%},
wobei Pg(2%) := {t: s < t}, und sei Tpp ihre Theorie.

Dann ist {Ps(z) : s € 2<“} ein bindrer Baum von Formeln in Tpp.

Ubung: Tpp besitzt QE. Es folgt, dass 2¢ > ¢ ~ tp(t) € Si(Tsp) eine
Bijektion ist, und keiner dieser Typen isoliert sind.

Daher ist Tgp nicht schmal, und die isolierte Typen sind nicht dicht, und es
gibt kein Primmodell.

Bonus Ubung: Beschreiben Sie ein explizites abzihlbares Modell.

Lemma 8.22. Sei T eine konsistent Theorie.

(i) Wenn die isolierte Typen nicht dicht in S(T) sind, hat T einen bindren
Baum von Formeln.

(ii) Wenn T schmal ist, sind die isolierte Typen dicht in S(T).

Beweis. (i) Sei ¢p(T) konsistent und in kein isolierten Typ.

Wenn ¢4 (T) konsistent und in kein isolierten Typ ist (s € 2<%), ist ¢(T)
kein Atom, also gibt es ¥(T), sodass ¢s0 = ¢(T) A ~(T) und ¢s1 =
o(T) A ¥(T) konsistent sind, und beide in kein isolierten Typ ist (weil ¢
diese Eigenschaft hat).

Daher konnen wir rekursiv konstruieren einen bindren Baum von Formeln

(¢5(T)) sea<w-

(ii) Folgt aus (i) und Lemma
O

Proposition 8.23. Jede abzihlbare vollstindige schmale Theorie besitzt ein
Primmodell.

Beweis. Nach Lemma ii) und Satz O

Bemerkung 8.24. Die Umkehrung ist falsch; betrachte (Q; <)g (UA).

Beispiel 8.25. Sei k ein abzdhlbarer Korper. Die Theorie von unendliche k-
Vektorrdume ist vollstindig, abzéhlbar, und schmal. Die abzdhlbare Modelle
sind die Vektorrdume Vy von Dimensionen d € (w\ 0) U {N¢}. V; ist das Prim-
modell, und Vy, ist das abzéhlbare saturierte Modell.

Proposition 8.26. Fir eine abzihlbare Theorie T', sind dquivalent:
(i) T ist nicht schmal, d.h. |S(T)| > No;
(i) T hat einen bindren Baum von Formeln;
(iii) |S(T)| = 2%o.
Auflerdem, wenn T nicht schmal ist, gilt
(iv) T besitzt 2%° abzihlbare Modelle bis auf Isomorphie.
Beweis. UA. O

Bemerkung 8.27. Es gibt schmale Theorien mit 2%¢ abzihlbare Modelle; z.B.
Th((w X w; (P;)i)wxw), wobei P;(w X w) = {i} X w.
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Korollar 8.28. Wenn eine abzdhlbare Theorie T besitzt abzihlbar viele abzdhlbare
Modelle, ist T schmal, also besitzt T' ein abzdhlbares Primmodell und ein abzdhlbares
saturiertes Modell.

Vermutung 8.29 (Vaught). Wenn T eine abzihlbare Theorie mit iberabzihlbar
vielen abzihlbare Modelle, besitzt T genau 280 abzihlbare Modelle.

(Bemerkung: Einfach hat eine abzihlbare Theorie hochstens 28 abzihlbare
Modelle. Daher ist die Vermutung sofort wahr, wenn wir die Kontinuumhypo-
these annehmen.)

8.4 Ryll-Nardzewski

Satz 8.30 (Ryll-Nardzewski). Sei T eine vollstindige abzihlbare L-Theorie mit
unendlichen Modelle. Dann sind dquivalent:

(A) T ist No-kategorisch.
- (B1) Fiir alle n € w und M E T gibt es nur endlich viele definierbaren

Teilmengen von M™.

(B1) Fiir alle n € w gilt |®,,,7| < No, wobei ®p 1 := {e@mn)}) | die
Menge von (<>1)-Aquivalenzklassen von L-Formeln ¢(x1, ..., xy,) ist.

(B2) Jeder Typ in T ist isoliert.
(B3) Fiir alle n € w gilt |S,(T)] < No.

(C) Jedes abzihlbares Modell von T ist saturiert.
(D) Jedes abzihlbares Modell von T ist prim.
(E) T hat ein abzihlbares Modell, das saturiert und prim ist.

(Die Aquivalenz (A) < (B1) ist die Hauptbehauptung, und ist die, worauf
sich “das Satz von Ryll-Nardzewski” am hiufigsten bezieht)

Beweis.
(B1) & (B1) Sei M ET. Dann ¢(Z) <> ¥(Z) gdw ¢p(M) = p(M).

(B1") = (B2) Sei p(z) € S(T). Dann enthélt p(T) nach (B1’) nur endlich viele Formeln
$1(T), ..., ¢r(T) bis auf Aquivalenz. Dann A, ¢; € p isoliert p.

(B2) = (B3) Sei jedes p(z) € S(T') durch ¢,(7) isoliert. Sei n € w.

Nehmen wir an, dass |S,,(T)| unendlich ist. Dann ist {—¢,(Z) : p € S, (T)}
endlich erfiillbar, somit lisst es sich zu ein p € S,,(T') erweitern. Aber dann
gilt ¢, Fr p > ¢, was die Konsistenz von ¢,, widerspricht.

(B3) = (B1’) Die Abbildung ¢(x1,...,2,) = {p € Sp(T) : ¢(Z) € p(T)} induziert eine
Injektion @, 7 — P(Sp(T)); in der Tat: Wenn ¢(Z) 1 ¢(T), gilt T E
Iz. =(¢(T) > ¢¥(T)), somit fiir ein p € S, (T") haben wir ¢ € p & ¢ € p.
Daher ist ®,, 7 endlich, wenn S, (T") endlich ist.

Fiir die iibrige Aquivalenzen beachte, dass T kein endliches Modell hat, weil
T vollsténdig ist und unendliche Modelle hat; daher hat jedes abzdhlbares Mo-
dell von T" Méchtigkeit Ng.
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(A) = (D) Nach Lowenheim-Skolem hat jedes Modell von T ein abzéhlbares elemen-
tares Unterstruktur. Wenn M das eindeutig bestimmtes abzéihlbares Mo-
dell ist, einbettet es deswegen in jedes Modell, und ist es daher prim.

(D) = (B2) Jeden Typ ist (nach Loéwenheim-Skolem) in einem abzéhlbares Modell
realisiert, das nach (D) und Lemma atomar ist.

(B2) = (C) Sei M E T abzihlbar, und sei A Ceng M. Dann ist jedes p € S(A) isoliert
nach (B2) (und Lemma [8.12), und also ist p in M realisiert. Somit ist M
saturiert.

(C) = (A) Lemmal7.21]

((C) A (D)) = (E) Ein abzihlbares Modell existiert nach Lowenheim-Skolem. Daher ist die
Behauptung sofort.

(E) = (D) Wenn M E T ein abzéhlbares saturiertes Primmodell ist und NV E T

abzéhlbar ist, gibt es nach Lemma eine Einbettung N/ SN M. Dann
ist A/ prim, weil M prim ist.

O

Bemerkung 8.31. Wir kénnen auch direkte Beweise von einigen anderer Folgen
geben:

(A) = (B) Wenn ein Typ p nicht isoliert ist, haben wir nach dem Typenvermeidungs-
satz ein abzéhlbares Modell, das p vermeidet; aber wir haben auch ein
abzahlbares Modell, das p realisiert.

(B2) = (D) Lemma [8.13]

(D) = (A) Proposition [8.15]

((A) A (B)) = (E) Nach (B) ist T schmal. Daher gibt es ein saturiertes Modell und ein primes
Modell. Nach (A) sind sie Isomorph.

(E) = (B2) Nach (E) realisiert ein atomares Modell jeden Typ.

8.5 Fraissé-Konstruktionen

Sei £ endlich und relational, d.h. £ enthélt nur Relationszeichen. In diesem
Abschnitt erlauben wir die leere £-Struktur @ als eine £-Struktur.
Unseres Ziel ist, Ng-kategorische Theorien zu finden.

Bemerkung 8.32. Sei n € w. Es gibt bis auf Isomorphie nur endlich viele £-
Strukturen der Méchtigkeit n.

Definition 8.33. Das Alter einer £-Struktur M ist die Klasse von endliche
L-Strukturen, die in M einbetten,

age(M) == {A:|A <Ng; If: A— M} ={A: A2 A <.pg M}
Lemma 8.34. Jedes Alter K erfiillt:
(HP) Wenn A € K, ist age(A) C K;
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(JEP) Wenn By,Bs € K, gibt es C € K und Einbettungen f; : B; — C.

c

= T

fi : S

o )
81 82

Beweis. (HP) Klar.

(JEP) Sei f; : B — M. Sei C := (f1(B1) U f2(B2))™ < M. Dann f; : B; —»
cek.
O

Umgekehrt:

Lemma 8.35. Jede nicht-leere Klasse K von endliche L-Strukturen, das (HP)
und (JEP) erfillt, ist das Alter einer abzdihlbaren L-Struktur.

Beweis. Nach Bemerkung gibt es A; € K fiir i € w, sodass jedes A € K zu
einem A4; isomorph ist.

Wir konstruieren eine abzihlbare Kette Dy < D; < ... mit D; € K, sodass
jedes A; fiir j <4 in D; einbettet.

Sei Dy := @ (das in K ist nach (HP) und K # ). Sei D; konstruiert. Nach
(JEP) gibt es Dj,, € K, sodass D; und A; in Dj,, einbetten. Sei (nach Lem-
ma D;11 = D),y mit D; < D;1y. Dann einbettet A; auch in D; ;.

Sei M := {J;c,, Di, das abzéhlbar ist, weil jedes D; endlich ist. Dann einbet-
tet jedes A; in M, also K C age(M). Umgekehrt: wenn A < M, gilt A < D;
fiir ein ¢, also nach (HP) A € age(K). O

Lemma 8.36. Jede konsistente L-Theorie mit QF und mit unendlichen Modelle
st Ng-kategorisch.

Beweis. Fiir jedes n € w gibt es nur endlich viele atomar L£-Formeln in freie
Yariablen Z1,...,Ty, also gibt es nur endlich viele qf £-Formeln in T bis auf
Aquivalenz. Die Behauptung folgt nach Ryll-Nardzewski. O

Definition 8.37. Eine Fraissé-Klasse ist eine Klasse K von endliche £-
Strukturen, die beliebig grofie Strukturen enthélt und (HP) sowie (AP) erfiillt,
wobei:

(AP) Wenn A, B;,B; € K und g; : A — B; Einbettungen sind, gibt es C € K
und Einbettungen f; : B; — C, sodass f1 0 g1 = f2 0 gs.

C
R
fi fa
Bl BQ

N A

A
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Remark 8.38. (AP) impliziert (JEP): Setze A := ().
Satz 8.39 (Fraissé).

(i) Sei KC eine Fraissé-Klasse. Dann existiert eine eindeutig bestimmte L-
Theorie Tx, sodass Tx QF und unendliche Modelle besitzt, und jedes Mo-
dell von T Alter K hat.

Das eindeutig bestimmte abzdhlbare Modell von Tx ist der Fraisse-Limes
von K.

(i) Umgekehrt: wenn M eine unendliche L-Struktur mit QF ist, ist age(M)
eine Fraissé-Klasse.

Beispiel 8.40.

e Die Klasse von endliche lineare Ordnungen ist eine Fraissé-Klasse mit
Fraissé-Limes (Q; <).

e Die Klasse von endliche Graphen ist eine Fraissé-Klasse mit Fraissé-Limes

der abzéhlbare Zufallsgraph.

Beweis. Fiir A eine endliche £-Struktur: Sei A = {aq,...,a,}, und setze

$4a(T) = N\{6(@) : ¢(z) basic; AF ¢(a)}.

Fiir M eine £-Struktur und @’ € M™, gilt M F ¢43(@) gdw @ — @ einen

Isomorphismus (@ )M =, A definiert.

(ii) Sei M eine unendliche £-Struktur mit QE. Setze K := age(M).

Behauptung. Seien g : A — B € K und A = {ay,...,an} und B =
{g(al)a"'7g(an)7b1a"'abm}‘ Dann

MEO 5 ga5 =T (04a(T) = Y. b5 5T, 7))

Beweis. B € K = age(M), also sei ed € M<* mit M F ¢B,g@5(a8).
Dann M E 3@.(&5’9@5(6, 7). Nun M E ¢ 4 7(¢), und nach QE ist Hy.(bg,g(a)g(f, 7)
zu eine gf Formel dquivalent, also ist es durch ¢ 4 z(T) impliziert. O

Wir zeigen, dass K eine Fraissé-Klasse ist.

Nach Lemma besitzt K = age(M) (HP).

Sei g; : A — B; wie in (AP). Durch Komposition mit einem Isomorphis-
mus konnen wir annehmen, dass A < M. _

Seien A = {a1,...,a,} und B; = {gi(a1),...,gi(an),b},..., b5, }.

Nach der Behauptung gilt M E 6 ABigi

also gilt M F A,_; , 3. Pp, g1 (@)F" (@,7))-

Seien ¢! und ¢ Zeugen; dann definieren

fi(gi(@)) :=a; fz(gl) —

Einbettungen f; : B; —— M mit f; 0 g1 = fo 0 gs.
Daher gilt (AP) mit C := (f;(B1) U fa(Ba))™
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(i) Sei K eine Fraissé-Klasse.

Fiir n € w sei K,, Ceng K, sodass jedes A € K mit |A| < n isomorph zu
einem A’ € KC,, ist, und setze

Xn(@1, . ) = VE \[{$aa(@) : A€ Kp; A={a,...,an}}).

Sei Ok die Klasse von Tripeln (A,B,a@,b) mit A < B € K und A =
{a1,...,a,} und B={a1,...,an,b1,...,bm}.
Sei 04 s = 04 Bidsap
Sei B
T := {GA,B,E,E : (A, B,a,b) € O} U{xn:n € w}.

Jedes Modell von Ty hat Alter K, weil es die Aussagen Y, und 9(2),8,@,5
erfiillt. Wenn M QE hat und age(M) = K, gilt nach die vorherige Be-
hauptung M E Tk.

Es geniigt dann zu ziegen, dass T QE und unendliche Modelle besitzt.
In der Tat: es folgt (nach Korollar , dass T vollstidndig ist, also die
behauptete Eindeutigkeit von T folgt.

Wir verifizieren QE via Satz iii).

Sei A < My, My E T eine endliche gemeinsame Unterstruktur von Mo-
delle von Tx.

Sei A= {ay,...,an}.

Sei Jy. (T, y) eine primitiv existentielle £-Formel

. Sei b € My mit M, E ¢(a,b).

Sei B = (ab)™"".

Weil M; E xn41, gilt A, B € K.

Dann ist (%, y) durch ¢z (T, y) impliziert.

Weil My E 0484 und My E (bA)a(ﬁ),

gilt My E Jy. ¢ (a,y), wie gewiinscht.

Schliellich konstruieren wir ein unendliches Modell von Ti

Behauptung. Seien (A,B,a,b) € © und A <D € K. Dann gibt es D' €
K, sodass D < D', und es eine Einbettung f : B — D' mit f4=id |4
gibt.

Beuweis. Folgt sofort aus (AP) (und Lemma [2.2)). O

Sei € : w X w — w eine Bijektion mit £(i, ) > 1.

Wir konstruieren eine abzihlbare Kette Dy < D7 < ... mit Dy € K.
Wir konstruieren gleichzeitig eine Folge (A;, @;)icw,

und fiir k£ € w ein my, > k,

sodass, wenn @ ein Tupel von verschiedenen Elementen von Dy, ist,
ist @ = @; fiir ein 7 < my,

und A; = <Ei)D’“ < Dy, gilt fiir alle i < my,.

Fiir jedes ¢ € w nehmen wir (nach Bemerkung ) eine Folge (B;,E;) jew
mit (A;, Bi, a;b;) € O,
sodass, wenn (A;, B,@;b) € O, definiert

b= bj; a; = a
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einen Isomorphismus B = B;

Sei Dy :=0 (und Ap := 0 und mg :=1).

Sei Dy, konstruiert. Sei k = £(i, j).

Es gilt 1 < £(4,5) = k < my, also A; < Dy.

Nach die Behauptung gibt es Dy, < Dy41 € K,

sodass B;. in Dy iiber A; einbettet;

d.h. Dk+1 = E'y ¢B§,Ei5(ai’ y)

Wir kénnen (A;, @;);verlingern, sodass die Unterstrukturen von Dy, vor-
kommt, und my41 > my, entsprechend setzen.

Dann My := Uye,, Dk F 04 g 5 fiir alle (A, B,@,b) € ©.

Auch M E x,, weil D € K. Daher M E Tk.

SchlieBlich ist M unendlich, weil I unbeschrénkt grofle endliche Struktu-
ren enthalt.

O

Bemerkung 8.41. Analoga von Satz existieren fiir beliebigen abzéahlbaren
Sprachen, mit endlich erzeugte Unterstrukturen statt endliche Unterstrukturen.

In nicht-relationaler Sprachen miissen (JEP) sowie (AP) vorausgesetzt wer-
den, oder quivalent (AP) und (0)* = (0)” fiir alle A, B € K.

In dieser Allgemeinheit sind No-Kategorizitit und QE zu Ultrahomogeneity
des Fraissé-Limes geschwiicht, wobei Ultrahomogeneity heifit, dass jeder parti-
eller Automorphismus mit endlich erzeugten Definitionsbereich sich zu einem
Automorphismus erweitern lidsst. Das Beweis ist in Wesentlichen gleich.

Es gibt weitere Verallgemeinerungen, einschliefflich “Hrushovski-Fraissé Kon-
struktionen”, in den (HP) locker wird.

9 Kofinalitdt und Reguliritét

Definition 9.1. Sei X eine linear geordnete Menge.
e eine Teilmenge A C X heifit kofinal, wenn Vb € X.Jda € A.a > b.

e Die Kofinalitit von X, geschrieben cof(X), ist die minimale Méchtigkeit
einer kofinalen Teilmenge.

e Eine unendliche Kardinalzahl A\ heifit regulér, wenn cof(\) = A, sonst
heifit sie singulér.

Lemma 9.2. Seien A eine requlire Kardinalzahl und (Ay)aex eine ansteigende
Kette von Mengen. Sei B C |, Aa mit |B| < A. Dann gibt es eine Ordinalzahl
a € )\, sodass B C A,.

Beweis. Sonst ist {inf{a : b€ Ay} : b € B} kofinal, also cof(A) < |B| < A, was
Reguléritat widerspricht. O

Q€A

Proposition 9.3. Unendliche Nachfolgerkardinalzahlen sind reguldr.

Beweis. Sei r eine unendliche Kardinalzahl. Sei A C k% mit |A| < k*. Dann
|A] < & und jedes a € A hat Méchtigkeit |af < &, also |J,cqa| < K-k = K.
Dann sup,eq @ = Jyea @ < £, also ist A nicht in £T kofinal.

Daher cof (k1) = k. O
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10 Saturiertheit

10.1 Existenz
Definition 10.1. Fiir A C B C M, setze

[a: S(B) - S(A); tp(a/B) + tp(a/A)
(fiir a € M’ = M).

Proposition 10.2. Sei T eine Theorie mit unendlichen Modelle.

Sei k < X > |T| unendliche Kardinalzahlen, sodass fir jedes M E T mit
M| < X es eine Menge Zpg C S1(M) mit |[Epq| < A gibt, sodass fiir jedes
ACM mit |Al <k esla (Em)=51(A4) gilt.

Dann hat T ein k-saturiertes Modell der Mdchtigkeit A\ + k7.

Korollar 10.3. Sei T cine Theorie mit unendlichen Modelle.

Fiir jede unendliche Kardinalzahl k > |T| hat T ein kT -saturiertes Modell
der Michtigkeit 2%.

Insbesondere hat T ein p-saturiertes Modell fiir jede unendliche Kardinalzahl

1.

Beweis. Seien M E T mit [M| < A und A C M mit |A] < k. Dann |S;(A)] <
2ITal = 2ITI+IAl < 2% AuBerdem

ACM:|A] < k| < [MJ < (2)% = 257 = 97,
Daher

U Si@))<2v-28 =28 =
ACM; ||k

Also gibt es |2p| < A wie gewiinscht.
Schliellich: 2% + T = 2. O

Bemerkung 10.4. Es folgt, dass wenn At = 2%, insbesondere wenn wir GCH
annehmen, hat T ein saturietes Modell der Michtigkeit A*. Aber es ist (unter
der Annahme der Existenz einer “verniinftigen” grofien Kardinalzahl) mit ZFC
konsistent, dass keine unendliche Kardinalzahl ) existiert mit 2* = A*.

Beweis von Proposition[10.4 Wir konstruieren eine elementare Kette (Mg )aer+
von Modelle der Méchtigkeit A.

Sei (nach Lowenheim-Skolem) Mg £ T mit [My| = X. Fiir n € skt eine
Limeszahl setze M,, := Ua<n M. Nach Lemma./\/h7 = My, fiir a < n. Weil
In| <k <A\, gilt [M,| = A

Sei M, konstruiert. Nach Lemma[7.16und Léwenheim-Skolem gibt es Mg 41 =
M, mit [My41] = A, das jeden Typ in ZEpq, und also jeden Typ in S;(A) for
A C M, with |A| < k realisiert.

Nun sei M :=J ¢+ Ma. Dann A < [ M < X- w5t = A4 KT,

Sei A C M mit |A] < k™. Weil T eine Nachfolgerkardinalzahl also regulir
ist, ist A C M,, fiir ein o € k. Somit ist jedes p € S(A) in My < M also in
M realisiert. Daher ist M xT-saturiert.

Es folgt, dass |M| > kT, also [M| =X+ k™. O
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10.2  Stability

Definition 10.5. Sei k eine unendliche Kardinalzahl.

Eine Struktur M heifit s-stabil, wenn |S;(A)|] < & fir alle A C M mit
Al < k.

Eine Theorie T heifit k-stabil, wenn es unendliche Modelle hat und jedes
Modell M E T k-stabil ist.

Ein Modell oder eine Theorie heifit stabil, wenn es x-stable ist fiir eine
unendliche Kardinalzahl «.

Wir oft schreiben w-stabil statt Rg-stabil.

Beispiel 10.6. To, und T{q,4) sind w-stabil.
DLO ist nicht stabil.

Korollar 10.7 (von Proposition [10.2)). Sei T eine \-stabil Theorie, wobei A >
7.

(i) T besitzt eine saturiertes Modell der Mdchtigkeit A .
(i1) Sei k < X. Dann besitzt T ein k" -saturiertes Modell der Mdchtigkeit \.

Beweis. Sei k < A. Nach Proposition mit Epq = S1(M) gibt es ein kT-
saturiertes Modell der Méchtigkeit A + xT.
Dann folgt (i) mit x := A, und (ii) mit & < A. O

10.3 QE und Saturiertheit
Notation 10.8.
e Sei M eine £-Struktur. Fiir b € M<%,

aftp™ (b/A) := {4(T) : ¢ af L(A)-Formel; M E ¢(b)}.

e Scien My, My £-Strukturen. Fiir b; € M bedeutet
51 = 527
dass tp™1(b1) = tp™2(by), und
51 =af g2
bedeutet, dass qftp”™ (by) = qftpM‘z(Eg).
e Wenn A C My, M5 eine gemeinsame Teilmenge ist, bedeutet
b1 =4 52,
dass tp™* (by /A) = tp™? (b /A); dhnlich fiir by =% by.
Bemerkung 10.9.

e b, = by genau dann, wenn b; — by eine partielle elementare Abbildung
M --» My definiert.

e by = by genau dann, wenn b; — by einen partiellen Isomorphismus
M1 --» My definiert.
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Proposition 10.10. Sei T' eine Theorie. Sei k eine unendliche Kardinalzahl.
Dann sind dquivalent:

(i) T besitzt QF;

(ii) Seien My, My E T k-saturierte Modelle, a; € M mit a; =4 Gy und
by € M.

Dann gibt es by € Mo mit @by =4 aGybs.
Beweis.

(i) = (ii) Sei 0 : @y — Go. Dies ist ein partieller Isomorphismus, also durch QE ist
es partiell elementar. Daher ist (nach Lemma [7.20)) tp(b;/@;)? ein Typ in
SM2(@y). Somit ist es nach Ro-Saturiertheit von Myin My realisiert; sei
by € M eine Realisierung. Dann a1b; = aobs.

(ii) = (i) Wir verifizieren QE via Satz iii).
Seien A = (@) < My, M5 E T eine gemeinsame Unterstruktur von Model-

le von T und Jy. ¥ (T, y) eine primitiv existentielle Formeln und b; € M,
mit My E ’(/J(a bl)

Nach Korollar-ﬁnden wir k-saturierte elementare Erweiterungen M/ =
M;. Durch (ii) gibt es by € M} mit ab; =% @by, also Ma F Jy. ¥(a,y)
wie gewiinscht.

O

Beispiel 10.11. Ein geordneter Q-Vektorraum ist ein Q-Vektorraum mit einer
linearen Ordnung <, sodass

Va,y,z. (z <y —>x+z<y+2).

Sei Tyg—vr die {0, +, (¢-)qeq, <}-Theorie, die aus dies Axiom und eine Axio-
matisierung fiir nicht-triviale Q-Vektorrdume besteht.

Behauptung. Tyo—vr besitzt QF und ist vollstindig.

Beweis. Vollstandigkeit folgt aus QE via Korollar weil (™M = {0} fiir
jedes M E Tyg_vR-

Sei My, My E TgQ—VR N-saturiert. Sei a; € Mfw mit a; =af as. Sei
by € M.

Jeder qf-Typ qftp(b/a) ist durch die Formeln von Form z = > ¢; - a; oder
x <Y qi-a; oder x > > q; - a; bestimmt.

Sei A; := (EQM" Dann erzeugt @; +— @z einen Isomorphismus 6 : A1 — As.
Beachte, dass das Redukt M, [« von M; zu eine Ordnung DLO erfiillt. Daher
durch QE fiir DLO ist 6 eine partiell elementare Abbildung von lineare Ord-
nungen 6 : My [o--» My |, also ist (tp™1'<(by/A1))? ein Typ in 572 <(A4y).
Durch R;-Saturiertheit von My sei by € My eine Realisierung von dies Typ.

Dann @16, =af asbs. O

Eine Folgerung ist, dass die {0, +, <}-Theorie DOAG von linear geordnete
teilbare abelesche Gruppen (Z.B. (Q;0, +, <)) vollstéindig ist und QE besitzt.
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10.4 Bonus: Monsters

Definition 10.12. Eine Struktur M heifit stark k-homogen, wenn jede par-
tiell elementare Abbildung 6 : M --» M mit |dom 6| < k zu einen Automor-
phismus von M sich erweitern lésst.

M heifit stark k-saturiert, wenn es x-saturiert und stark x-homogen ist.

Proposition 10.13. Wenn eine Struktur M saturiert ist, ist es stark |M|-
saturiert.

Beweis. As in UA 7.2(a).

Briefly: If 6 : M --» M is partial elementary and |dom 6| < | M|, then 6 in-
duces an elementary equivalence between the expansions by constants Mqomeg =
Mimg; but these structures are also saturated, so by Lemma they are iso-
morphic. An isomorphism between these structures is an automorphism of M
extending 6. O

Theorem 10.14. Sei T eine Theorie mit unendlichen Modelle. Sei A eine un-
endliche Kardinalzahl. Dann besitzt T ein stark \-saturiertes Modell.

Beweis. Increasing A, we may assume A > |T'| and A is regular.

Let Mo E T with [My| > . By Korollar we may extend to an ele-
mentary chain (M, )aex such that each M, 1 is |[M|T-saturated, and for 7 a
limit ordinal M,, = UO(<77 M.

Let M := Ua@\ M. Then M is A-saturated since each M1 is and A is
regular.

Now let 6§ : M --» M be partial elementary with |[domé| < A. Since A is
regular, for some o € A we have 0 : M, --» M, i.e. domfUim8 C M,. Let
0, :=0.

Now M1 is [ M, |-saturated, so as in the proof of Lemma 0. extends
to a partial elementary map 0o+1 : Mot1 --+ Myy1 with M, C dom6,41 and
also M, Cimfy41.

We obtain in this way, taking unions at limit ordinals, an increasing chain
(08)a<pexr of partial elementary maps 03 : Mg --» Mg with each Mg C
dom B NimOsg.

Then o :={J; 05 € Aut(M) as required. O

11 w-Stabilitéit

Sei T eine vollstandige £-Theorie mit unendlichen Modelle.

Lemma 11.1. T ist k-stabil genau dann, wenn fir alle A C M E T mit |A| < k
gilt |S(A)| < k.

Insbesondere ist T w-stabil genau dann, wenn Th(M4) schmal fir alle A C
MET mit |A] =Ny ist.

Beweis. Wir zeigen durch Induktion, dass fiir alle n |S,(A)| < k. Fiir n = 1 ist
dies die Definition von x-Stabilitét.
Nehmen wir an, dass |S,(4)| < &.
Sei N' = M xt-saturiert.
Sei (b; € N™)icx, sodass {tp(bi/A) :i € K} = S, (A).
Sei bc € N+,
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Dann be =4 b fiir ein i € k und ein ¢ 67]\/. B
Fiir jedes ¢ € x gibt es hochstens [S1(A U b;)| < x Moglichkeiten fiir tp(c’/b;).
Somit gilt |Sp4+1(A)| < k- Kk = k. O

Definition 11.2. T heifit total transzendent, wenn fiir jedes M E T gibt es
keinen binéiren Baum (¢;)seca<w von Formeln fiir Th(M ).

Satz 11.3.

(a) Wenn T w-stabil ist, ist T total transzendent.

(b) Wenn T total transzendent ist, ist T k-stabil fir alle k > |T.

Korollar 11.4. Angenommen |T| = Rg. Dann sind dquivalent:

(i) T ist w-stabil;

(ii) T ist total transzendent.

(iii) T ist k-stabil fiir alle Kk > V.
Beweis von Satz[11.3

(a)

11.

Nehmen wir an, dass M E T und Th(M ) einen binéiren Baum von For-
meln (@) sco<w besitzt. Weil [2<¥| = Ry, gibt es A C M mit | 4| < Vg, sodass
jedes ¢4 ein L(A)-Formelist, also (¢s)s auch ein bindrer Baum von Formeln
fiir Th(My4) ist. Dann nach Lemma gilt [SM(A)| = |S(Th(Ma))| =
2% > Ny, also T ist nicht w-stabil.

(cf. UA 6.1(a))
Sei A C M E T mit |A] < k. Fiir ¢(x) eine L£(A)-Formel setze [¢p(x)] :=
{p € 5i(A): d(x) € p(z)}.

Behauptung. Wenn |[¢(2)]| > &, gibt es eine L(A)-Formel (x), sodass
[p(x) A (@)]| > w < [[d(2) A ()]

Beweis. Nenne p € S1(A) klein, wenn 3¢ € p. |[¢]| < k. Es gibt hochstens
ITh(M4)| -k < k- K = K kleine Typen in S;(A). Daher gibt es verschiedene
nicht-kleine Typen p1,pa € [¢(x)]. Sei ¢(x) € p1(z) \ p2(x); dann ¢(x) A
Y(x) € p1(x) und ¢(x) A —)(x) € pa(x), also ¢ ist wie gewiinscht. O

Wenn |[z = z]|| = |S1(A)| > &, konstruieren wir einen bindren Baum mit
|[s]] > & fiir alle s € 2<¥: setze @y := x = x; sei ¢, konstruiert und setze
G50 = Ps AN und ¢s1 = ¢s A 7, wobei 1 wie in die Behauptung ist.

O

1 Konstruierbarkeit

Notation 11.5. Seien A C M E T und N F T. Wir nennen eine Abbildung

0 :

A — N partiell elementar (p.e.) und schreiben 6 : A = N, wenn die

entsprechend partielle Abbildung 6 : M --+ A p.e. ist.

Bemerkung 11.6. 6 : A — N E T p.e. ist gdw Na g = My, wobei Ny die
L(A)-Struktur definiert durch a?V¢(4) := 6(a) ist.
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Definition 11.7. Seien A C M E T. Dann ist M prim iiber A, wenn jede

p.e. Abbildung A =» N E T sich zu einer elementaren Einbettung M <N
erweitern ldsst.

Bemerkung 11.8. Seien A C M E T. Durch Bemerkung [T1.6] finden wir, dass
M prim iiber A genau dann ist, wenn My ein Primmodell von Th(M4) ist.

Bemerkung 11.9. Nach Proposition[8.23]und Proposition[8.15|besitzt jede abzéhlbare
w-stabil Theorie ein eindeutig bestimmtes Primmodell iiber jede abzihlbare Men-
ge ACMET.

Tatséchlich gilt dies auch fiir iiberabzéhlbares A. Wir beweisen herunter
Existenz. Eindeutigkeit braucht mehr Arbeit.

Definition 11.10. Seien A C B C M E T. Dann heifit B konstruierbar iiber
A, wenn B als (by)a<~ fiir eine Ordinalzahl v aufgezihlt werden kann, sodass
fiir alle @ < v der Typ tp(ba/A U b<y) isoliert ist, wobei beq := {bg : § < a}.

Lemma 11.11. Sei M E T konstruierbar iber A C M. Dann ist M prim iiber
A.

Beweis. Seify : A = N T. Wir konstruieren eine Kette von p.e. Abbildungen

0o : AUbc, — N E T fiir @ <. Dann ist 0., : M <25 N eine elementare
Einbettung ist.

Fiir n € v eine Limeszahl setze 0, := Ua€n 0.

Sei @ < v und sei 0, konstruiert. Dann setze 0,41(b,) auf eine Realisierung

in NV des isolierten Typs tp(ba /AU bey)?. O

Lemma 11.12. Angenommen, dass T total transzendent ist. Set AC MET.
Dann sind die isolierte Typen dicht in S(A).

Beweis. Folgt sofort aus Lemma i). O

Satz 11.13. Angenommen, dass T total transzendent ist. Sei A C N E T.
Dann hat T ein konstruierbares Primmodell A C M <X N diber A.

Beweis. Eine Konstruktion iiber A ist eine Reihenfolge (by)a<~, in dem jeder
Typ tp(ba /A Uby) isoliert ist.

Nach dem Zornschen Lemma gibt es eine maximale Konstruktion (by)a<~y
in V. Sei M := b<, C N. Wir zeigen mit dem Tarski-Test, dass M die Grund-
menge einer elementaren Unterstruktur M < A, die konstruierbar iiber A also
(nach Lemma prim iiber A ist, ist, wie gewiinscht.

Sei ¢(z) eine L(B)-Formel, sodass N' F Jy.¢(z). Nach Lemma sel
p(z) € S(B) isoliert mit p(z) F ¢(z). Sei ¢ € N eine Realisierung von p. Wenn
¢ ¢ B kénnten wir die Konstruktion mit b, := ¢ verlingern, was Maximalitét
widerspricht. Somit gilt ¢ € B und N F ¢(c), wie gewiinscht. O

Lemma 11.14. Sei AC B C C C MET. Angenommen, dass C konstruierbar
iber B und B konstruierbar iiber A sind. Dann ist C konstruierbar tiber A.

Beweis. UA. O

Definition. Seien A QiB C M E T. Dann heifit B atomar iiber A , wenn
tp(b/A) isoliert fiir alle b € B<% ist.



12 STRENG MINIMALITAT 40

Lemma 11.15. Se: M E T konstruierbar iiber A C M. Dann ist M atomar
tiber A.

Beweis. Sei M = (by)a<~ mit tp(ba/AUbc,) isoliert. Sei b € M<“. Durch eine

Permutation nehmen wir an, dass b = ba5,7 wobei b € bS¥. Induktiv kénnen
wir annehmen, dass b, atomar iiber A ist.
Nun ist tp(ba/A U b<,) durch eine £L(A U¢)-Formel isoliert, wobei ¢ € bS¥.

Dann ist tp(b, /AUbE) isoliert. Nach Atomizitét ist tp(B/E/A) isoliert. Dann sind
(fiir M4) tp(BaB/E/A) und also tp(EQB//A) isoliert. O

Fakt. Die Umkehrung gilt fir abzdhlbare M: Wenn A C M E T und M
abzihlbare ist, impliziert wie in Lemma Atomizitit von M tiber A Kon-
struierbarkeit und also Primheit von M ber A.

Aber impliziert nicht fiir iberabzihlbares M Atomizitit iber A Primheit iber
A, auch wenn T w-stabil ist und |A| = |M|.

nach Lemma

12 Streng Minimalitéit

Sei T eine vollstdndige £-Theorie mit unendlichen Modelle.

12.1 Algebraizitit
Notation 12.1. Abkiirzungen:

T=7:= \ai =y
%

3Z"F. G(T) =TT, ... T (N 0@) A N\ Ti £ 7))

i 1<j
3=z, O(T) := 2T H(T)
3I="7. §(T) := (32"Z. ¢(T) A I="Z. H(T)).
Definition 12.2. Sei M ET.
e Eine £(M)-Formel ¢(Z) heifit algebraisch wenn |¢(M)| < No.

e Ein Tupel b € M=<“ heiBt algebraisch iiber cine Teilmenge A C M
und tp(b/A) heiit ein algebraisch Typ, wenn tp(b/A) eine algebraische
Formel enthélt.

e Die algebraisch Abschluss von eine Teilmenge A C M in M ist
acl’™(A) := {b € M : tp(b/A) ist algebraisch}.
Lemma 12.3. (i) Sei ¢(%,5) eine L-Formel. Sei M E T. Fira € M
hingt es nur von tp™ (@) ab, ob ¢(T,a) algebraisch ist.

(ii) Sei AC M =N ET. Dann acl™(A) = actN (A). Wir schreiben gewéhnlich
nur acl(A).

Beweis. (1) ¢(T,a) ist algebraisch genau dann, wenn fiir ein n € w

ME I, ¢(7,a).
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(i) Sei ¢(z) eine algebraische L£(A)-Formel. Sei n := |¢(N)|. Dann M E
372, ¢(x), also p(M) = ¢(N).
Dann aClN(A) = U¢ alg. £(A)-Formel oN) = U¢ alg. L(A)—Formel(b(M) =
acl(A).
O

Beispiele 12.4. In einem k-Vektorraum gilt acl(A) = (4),.

In einem algebraischen abgeschlossenen Korper ist acl korperlicher algebrai-
scher Abschluss: fir A C K F ACFsei k = Q(A4) < K der durch A erzeugter
Unterkorper; Dann

acl(A) = {be K : 3f € k[X]. f(b) = 0}.

Lemma 12.5. (i) Jeder algebraischer Typ ist durch eine algebraische Formel
isoliert.

(ii) Seien A C M ET. Dann ist acl(A) dber A konstruierbar.

Beweis. (1) (UA 5.3) Sei ¢(x) € tp(b/A) algebraisch mit [¢(M)| minimal.
Dann ist ¢(z) isoliert.

(ii) Zahle acl(A) als (by)ae auf. Dann ist tp(b,/Ab< ) algebraisch weil tp(b, /A)
ist, also isoliert nach (i).
O

Lemma 12.6. Seien A C M ET. Dann acl(acl(4)) = acl(A).

Beweis. Sei ¢ € acl(acl(A)). Sei M E ¢(c,b), wobei b € acl(A)<* und ¢(z,7)
eine algebraische £-Formel ist. Dann ist b iiber A algebraisch weil jede b; ist.
Sei somit 9 (7) € tp(b/A) eine algebraische £(A)-Formel, die tp(b/A) isoliert.
Dann ist §(x) := 37. (¥(7) A ¢(z,7)) € tp(c/A) algebraisch; In der Tat:
(M) = Uy cpm ¢(M75/) ist endlich, weil: Fiir jedes von den endlich vielen

b € (M) gilt b = b und also ist ¢(M, b ) endlich. O

12.2 Minimale und streng minimale Formeln

Definition 12.7. Sei M E=T.

e Eine L£(M)-Formel ¢(T) heifit minimal in M, wenn ¢(Z) nicht alge-
braisch ist aber fiir jede £(M)-Formel ¢ () entweder ¢(Z) A ¥(T) oder
¢(T) A 9 (T) algebraisch ist.

e Eine £(M)-Formel ¢(Z) heit streng minimal wenn es in jedes N' = M
minimal ist.

Beispiel 12.8. Sei M := ({(i,7) : i < j <w}; E), wobei (4,7)E(i', j') gdw j = j'.
Dann ist = z minimal in M. (Fiir dies beachte, dass Th(M) QE besitzt, wenn
wir fiir jedes n € w eine Pridikat fiir {(7, ) : j > n} hinzufugen.)

Aber z = 1z ist nicht streng minimal. In der Tat: Sei b € N = M eine
Realisierung vom partiellen Typ {32"y. yFx : n € w}; Dann ist weder xEb
noch —xEb algebraisch.
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Lemma 12.9. Sei ¢(Z,7) eine L-Formel. Sei M & T. Fira € MV ist $(Z,a)
streng minimal genau dann, wenn es nicht algebraisch ist und fiir jede L-Formel
(T, Y) es ny € w gibt, sodass

M E VY. 35T (¢(T, @) A(T,9)) V V. 5T (6(T,3) A (T, 7))
Insbesondere hingt streng Minimalitit von ¢(Z,a) nur von tp™ (@) ab.
Beweis. < Sofort.

= Angenommen, es gibt kein solches n,. Dann ist

() = {F2"7. (6(z,3) A U7, 7)) A 7T, (6(7,3) A —~(7,5)) : n € w}
ein partieller Typ. Sei somit beN = M eine Realisierung von (7). Dann
ist weder ¢(Z,a) A (T, b) noch ¢(T,a) A (T, b) algebraisch, also ¢(T,a)

ist nicht in N minimal, was streng Minimalitéit widerspricht.
O

Definition 12.10. e T heifit streng minimal, wenn x = z streng minimal
ist; D.h. jede definierbare Teilmenge von jedes M E T endweder endlich
oder koendlich ist. (X C Y heifit koendlich, wenn Y \ X endlich ist.)

e Eine Struktur M heifit streng minimal, wenn M unendlich ist und
Th(M) streng minimal ist.

Beispiel. Tso, Th((Z;S)), Tp—vr und die Vervollstdndigungen von ACF sind

alle streng minimal.

12.3 Existenz von (streng) minimale Formeln in w-stabil
Theorien

Lemma 12.11. Angenommen, T ist total transzendent. Sei M E T. Sei |Z| > 0.
Dann gibt es eine L(M)-Formel ¢(T), die in M minimal ist.

Beweis. Sonst: wenn ¢;(T) eine nicht-algebraisch £(M)-Formel ist, gibt es eine
L(M)-Formel (T), sodass ¢s0 := ¢s(T) AY(T) und ¢g1 := ¢s(T) A —)(T) nicht-
algebraische £(M)-Formeln sind. Wir konstruieren somit einen bindren Baum
(¢s)sea<w, was total Transzendenz widerspricht. O

Lemma 12.12. Sei M E T Ng-saturiert. Sei ¢(T) eine L(M)-Formel, die
minimal in M ist. Dann ist ¢(T) streng minimal.

Beweis. Sonst ist der Typ im Beweis von Lemma durch Ng-saturierheit in
M realisiert, was Minimalitéit widerspricht. O

Definition 12.13. T eliminiert 3°°, wenn fiir jede L-Formel ¢(Z,7) es ngy € w
gibt, sodass fiir alle M = T und b € M7 gilt

(M, B)] < Ro = [$(M, b)] < ng.
(Dann ist “3°7. ¢(7,y)” durch 3>"¢7. ¢(T,y) ausgedriickt.)

Lemma 12.14. Wenn T 3% eliminiert, ist jede minimale Formel ¢ streng
minimal.
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Beweis. Lemma [12.9 O

Korollar 12.15. Sei [Z| > 0. Angenommen, T ist total transzendent. Fiir jedes
Ro-saturiert M E T gibt es eine streng minimale L(M)-Formel ¢(T).

Angenommen auch, T eliminiert 3°°. Fir jedes M E T gibt es eine streng
minimale L(M)-Formel ¢(T).

12.4 Streng Minimalitit und Stabilitit

Sei ¢(T) eine streng minimale £-Formel. Nach Lemma bedeutet dies genau,
dass ¢(T) minimal in jedes M E T ist.

Lemma 12.16. Set AC MET.

(i) Es gibt einen eindeutig bestimmten nicht-algebraischen Typ pa(T) € S(A)
mit ¢(T) € pa(T). Dieser Typ pa(T) ist der generischer Typ von ¢ iber
A.

(i) Fir jedes n € w gibt es einen eindeutig bestimmten Typ pff)(fh ey Ty)
von eine Folge @y, ...,a, € ¢(M) mit a; ¢ acl(AUa;)<¥ firl <i<n.
Eine solche Folge ist auch genannt generisch dber A.

Beweis. (i) Eine nicht-algebraischer Typ existiert, weil
{d(T) A (T) : (T) eine algebraische L£(A)-Formel}

endlich konsistent ist, weil ¢ nicht algebraisch ist.

Wenn zwei verschiedene solche Typen existieren, trennt sie eine L£(A)-
Formel ¢ , also weder ¢ A ¥ noch ¢ A = algebraisch ist, was Minimalitat
von ¢ in M widerspricht.

(ii) Nehmen wir als Induktionsvoraussetzung an, dass dies gilt fir n € w.

Betrachte zwei solche Folgen aj,...,a,4+1 und bi,..., bn+1. Dann

(61,...,En) = (51,...,[)”),

also gibt es ¢ € ¢(N) fiir eines N = M, sodass

(@1, Gy Gng1) =4 (b1,...,bp, )

(Némlich eine Realisierung von tp(@n41 /@y )94 @b,

Dann ¢,b,4+1 F PAUD i1 also

(61,...,6n+1) =a (bl,...,bn,é) =a (51,...,bn+1).

Lemma 12.17. Abzihlbare streng minimale Theorien sind w-stabil.

Beweis. Sei A C M E T mit |A] < Xy. Nach Lemma fiir die streng
minimale Formel x = z: wenn N = M und b € N\ acl(A), gilt b F p4(x). Somit
[S1(A)] < acl(A)| +1 < |T'| + |A| = Ro. O
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Bemerkung 12.18. Tatsédchlich ist jede streng minimale Theorie total transzen-
dent.

Lemma 12.19. Sei AC M ET. Wenn (a,b) |=pA , gilt (b,a) F
|

b,a) F gllt

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir eines Paar (a,b) F p
Seien a; F pa fiir i € w verschiedene Realisierungenund sei b F p AUUi a,, alle
in eines N = M realisiert.
Dann (a;,b) F pf) fiir alle ¢ € w, also a; =400} @ fur alle ¢, j € w. Es folgt,

dass @p ¢ acl(A U {b})<*, also (b,ap) F }3542)~ -

12.5 Praigeometrien

Definition 12.20. Eines Paar (5, cl), wobei Seine Menge ist und cl : P(S) —
P(S), ist eine Prigeometrie, wenn fiir A, B C S und b,c € S:

(PG1) ACB= ACcl(A) Ccl(B)

(PG2) cl(cl(A4)) = cl(4)

(PG3) cl(A) =Ua,c,.ua cl(Ao)

(PG4) “Austausch”: Wenn b € cl(A U {c}) \ cl(4), gilt ¢ € cl(AU {b}).

Bemerkung. Eine endliche Prageometrie ist auch genannt ein Matroid.

Sei ¢(T) eine streng minimale £-Formel.

Lemma 12.21. Sei M E T. Definiere acl™ [y n0: P(p(M)) — P(d(M))
durch acl’™ form) (A) := acl™(A) N ¢(M). Dann ist (p(M), acl™ [o(r)) eine
Prigeometrie.

Wenn es kann keine Ambiguitdt verursachen, schreiben wir nur acl oder
acl™ fiir acl™ Fg(M) -

Beweis.

)
PG2) Lemma
PG3)

PG4) Lemma[12.19]

(
(
( An algebraic formula uses only finitely many parameters.

(

O

Definition 12.22. Sei (5, cl) eine Priageometrie. Eine Teilmenge A C S ist cl-
unabhiingig, wenn a ¢ cl(A \ {a}) fiir alle @ € A. Eine cl-Basis fiir S ist eine
maximale cl-unabhéngig Teilmenge.

Lemma 12.23. Sei (S,cl) eine Prdigeometrie.
(i) S besitzt eine Basis.

(ii) Wenn B C S eine Basis ist, gilt cl(B) = S.
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Beweis. (i) Nach (PG3) ist die Vereinigung eine Kette von unabhéngige Teil-
menge unabhéngig. Die Behauptung folgt aus Das Zornschen Lemma.

(ii) Seic e S\ cl(B). Fiir jede b € B gilt b ¢ cl(B\ {b}) Dann gilt nach (PG4)
b ¢ cl(B\ {b})U{c}. Aber dann ist B U {c} unabhiingig, was Maximalitéit

widerspricht.
O

Proposition 12.24. Sei (S,cl) eine Prdageometrie. Dann besitzen alle Basen
die gleich Mdchtigkeit. Diese Mdchtigkeit ist die Dimension dim((S,cl)) der
Prigeometrie.

Beweis. Sei X, Y C S mit cl(X) = S und Y unabhingig. Wir zeigen, dass
V] < |X].

Zuerst beweisen wir dies, wenn X endlich ist. Sei n = | X| > 0. Angenommen,
die Behauptung gilt fiir | X| = n — 1. Aufzéhle X als {z1,...,2,}. Wenn Y = 0,
sind wir fertig. Sonst sei y € Y. Dann gilt durch Unabhéngigkeit y ¢ cl(0).
Auflerdem y € cl(X). Somit sei ¢ > 1, sodass y € cl(x<;) \ cl(z<;). Dann gilt
nach (PG4) z; € cl({z1,...,zi—1,y})-

Betrachte nun die Prigeometrie (S, cl,), wobei cl,(A) := cl(A U {y}). Dann
cly({z1,. ., xiz1, Tig1, .., zp}) = S, und Y\ {y} ist cl,-~unabhingig, also durch
die Induktionsvoraussetzung gilt

YI=1=\{y} <[X\{z:}| = [X] -1,

also |Y| < |X]|, wie gewiinscht.

Sei nun |X| > Wg. Fiir Xy Ceng X nach dem endlichen Fall vorher (auf
(cl(Xo), cl Tei(x,)) angewendet) gilt [Y N cl(Xo)| < [Xo| < Ro. Nun gilt nach
|(PT}3) Y = Ux,c...x (Y Nel(Xp)). Weil [{Xo : Xo Cena X}| = [X], gilt [Y] <
X|. O

Definition 12.25. Fiir M E T, setze dim?(M) := dim((¢(M), acl)).
Wenn T streng minimal ist, setze dim(M) := dim*=*(M).

Bemerkung 12.26. Die acl-Dimension eines algebraischen abgeschlossenen Korpers
ist auch genannt als seinen “Transzendenzgrad”.

Lemma 12.27. (i) Die unabhingige Teilmengen der Mdchtigkeit n in (¢(M), acl)

sind genau die Realisierungen von p(n).

(ii) Allgemeiner ist A C $(M) unabhingig genau dann, wenn fir jedes n € w
jedes Tupel von n verschiedene Elementen von A den Typ p((bn) realisiert.
Insbesondere, wenn My, My ET und A; C ¢(M;) unabhingige Teilmen-
gen mit |A1| = |As| sind, ist jede Bijektion 0 : Ay — As partiel elementar.

Beweis. (i) Sei M F T Rg-saturiert und sei B eine acl-Basis fiir ¢(M). Dann
ist B unendlich. Sei {b1,...,b,} C B eine Teilmenge der Méichtigkeit n.

Dann (by,...,b,) F pé)”) und {by,...,b,} unabhingig ist, also dies gilt

auch fiir jede Realisierung von pé)n).

(ii) Folgt aus (i).
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12.6 Minimale Teilmengen

Der folgender Begriff von Minimalitét einer Teilmenge ist deutlich getrennt vom
Begriff von Minimalitét einer Formel.

Definition 12.28. Seien A C B C M E T. Dann heifit B minimal iiber A
(in M), wenn fiir jedes N' < M mit A C N auch B C N gilt.

Lemma 12.29. Sei A C B C aclM(A) C M ET. Dann ist B konstruierbar
und minimal iber A in M.

Beweis. Konstruierbarkeit folgt wie in Lemma[T2.5] Ad Minimalitéit: Wenn A C
N = M, gilt B C acl™(A) = aclV (4) C N (nach Lemma 12.3(ii)). O

Lemma 12.30. Seien A C M ET und A’ C M' = T. Sei M konstruierbar
iber A und M’ minimal iiber A’. Sei 6 : A — A’ eine p.e. Bijektion. Dann

lisst 0 sich zu einem Isomorphismus M — M’ erweitern.

Beweis. Nach Lemma [11.11]ist M prim iiber A, also 6 lisst sich zu einer ele-
mentaren Einbettung 6’ : M <= M’ erweitern. Dann gilt A’ C im(¢") C M/,
also nach Minimalitét im(6") = M’. O

12.7 Klassifikation der Modelle einer streng minimale Theo-
rie

Angenommen, 7T ist streng minimal.

Satz 12.31. Seien My, My ET. Dann
MMy & dim(./\/ll) = dim(./\/lg).
Insbesondere ist T k-kategorisch fir alle k > |T).

Beweis. Angenommen, dass dim(M;) = dim(Ms). Sei B; eine acl-Basis von
M;. Nach Lemma 12.27|1 ii) ist jede Bijektion 6 : By — Bs partiel elementar.

Nach Lemma [12.23(ii) acl™(B;) = M;. Nach Lemma [12.29| und Lemma [12.30

lasst sich 6 zu einem Isomorphismus M1 =, Mo erweitert.

Die Umkehrung ist klar.

Ad “Insbesondere”: Es geniigt zu beobachten, dass dim(M) < |[M| < |T|+
dim(M) (fur alle M ET). O

Lemma 12.32. (i) Seien A C M E T. Angenommen, A = acl’™(A) und
|A] > Ro. Dann ist A die Grundmenge einer elementaren Unterstruktur

von M.
(i) Fir eine Kardinalzahl 0 < XA < Ry,
{dim(M) : M ET} = [A\,00) = {k € Kard : A < k}.
Insbesondere ist eine abzdhlbare streng minimale Theorie No-kategorisch
genau dann, wenn es kein endlich-dimensionales Modell besitzt.

Beweis. UA; (i) ist eine einfache Verwendung vom Tarski-Test, und (i) folgt
aus (i). O
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Beispiel 12.33. e Tk, vr ist k-kategorisch fiir alle unendliche &.

e Fiir k einen unendlichen Koérper besitzt Ti_vr Modelle in Dimensionen
[1,00).

e ACF, (p =0 oder p prim) besitzt Modelle in Dimensionen [0, 00).

12.8 Bauen von iiberabzihlbar kategorische Theorien

Definition 12.34. Eine abzihlbare Theorie heifit iiberabzdhlbar katego-
risch, wenn sie k-kategorisch fur ein k > N ist.

Nach Satz [12.31] sind abzéhlbare streng minimale Theorien iiberabzéhlbar
kategorisch.
Wir beginnen nun die folgende Fragen zu betrachten:

e In welche iberabzahlbare Kardinalzahlen sind iiberabzéhlbar kategorische
Theorien kategorisch? Z.B.: kann eine abzédhlbare Theorie Ny-kategorisch
aber nicht Ni-kategorisch sein, oder umgekehrt?

e Welche Theorien sind iiberabzahlbar kategorisch? Miissen sie streng mini-
mal sein, oder irgendwie zu einer streng minimalen Theorie verbindet?

Beispiel 12.35. Sei X eine unendliche Menge. Sei Cart™(X) := (X"UX; P, 7y, . . .
wobei P(Cart" (X)) := X und m; : (z1,...,2,) — 2; (und m; [x:=id[x).

Sei T':= Th(Cart™(X)). Es ist nicht schwierig zu sehen, dass die Modelle von
T sind genau {Cart™(Y) : |Y| > R}, also T ist k-kategorisch fiir alle k > Ny.

Nun ist 7 nicht streng minimal, aber P(x) ist streng minimal. Sei ' E T.
Dann N C acl(P(N)), also nach Lemma ist A konstruierbar und mini-
mal iiber P(N), aus was die Kategorizitét folgt (weil jede Bijektion P(M;) —
P(My3) elementar ist).

Beispiel 12.36. Sei n € w. Sei V einer n-dimensionaler C-Vektorraum. Sei
VR™(C) := (VUC; P, +, -, %), wobei P(VR"(C)) := C und +, - die Ringoperatio-
nen auf C sind und * Skalarmultiplication CxV — V ist (mit diese Operationen
zu totale Funktionen auf VUC gemacht, durch Setzen von den Wert zu 0 € C,
wenn es sonst undefiniert wére).

Sei T := Th(VR"(C)). Es ist nicht schwierig zu sehen, dass die Modelle von
T sind genau {VR"(K) : K F ACF}, also T ist k-kategorisch fiir alle x > Ng.

Nun ist P(x) streng minimal, aber VR"(K) € acl(K). Wenn wir jedoch ein
K-basis B = {b1,...,b,} fiir den Vektorraum wahlen, gilt VR"(K) C acl(B U
K). Dies geniigt fiir Kategorizitét, nach dem folgenden Proposition.

Proposition 12.37. Sei T eine vollstindige abzdhlbare Theorie.

Sei Mo E T prim. Sei ¢(x) eine streng minimale L(Mo)-Formel. Angenom-
men, jede elementare Erweiterung M = M ist konstruierbar und minimal tiber
Mo U p(M).

Dann ist T k-kategorisch fir alle k > g, und T besitzt < RNy abzdihlbare
Modelle bis auf Isomorphie.

Beweis.

Behauptung. Sei My < M ET. Sei B eine acl™™o -Basis fiir ¢(M). Dann
ist M, konstruierbar und minimal tber B.
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Beweis. Wir haben B C ¢(M) C Myy,. Nach Lemma ist (M) kon-
struierbar und minimal iiber B in M xq,. Weil M konstruierbar und minimal
iiber MoU@(M) ist, ist Mg, auch konstruierbar und minimal iiber ¢(M). Die
Behauptung folgt nun aus Lemma und sein (einfach verifiziert) Analagon
fir Minimalitat. O

Sei M1, My E T mit |[M;| = k > Ng; wir zeigen, dass M; = M,y. OE
Mo 2 M.

M, ist konstruierbar also prim iiber ¢(M;) U My, also nach Léwenheim-
Skolem, einbettet M; in einem Modell der Méchtigkeit Ro + |¢(M,)], also
|p(M;)| = k.

Nach die Behauptung und Lemma [12:30] ldsst eine Bijektion von Basen zu
eine Isomorphismus (Mj)aq, = (Ma2)a,, Insbesondere My = My, erweitern.

Ad k = Ng: die gleich Argumentation zeigt, dass abzidhlbare Modelle M;
isomorph sind, wenn dim?(M,) = dim®(M,); auBerdem dim?(M;) <Ry, O

In alle Beispiele von iiberabzéhlbar kategorische Theorien, die wir haben
gesehen, gelten die Voraussetzungen von Proposition wenn wir “kon-
struierbar und minimal” zu “algebraisch” verstédrken. Solche Theorien heiflen
fast streng minimal. Das folgendes Beispiel ist ein natiirliches Beispiel einer
iiberabzéhlbar kategorische Theorie, die nicht fast streng minimal ist.

Beispiel 12.38. T := Th((Z/4Z)*;0,+).
UA: T besitzt QE und ist durch den folgenden Axiomen axiomatisiert:

[Axiome fiir unendliche abelsche Gruppen] U {Vz.(2z = 0 <> Jy.2y = x)}.
Sei GET. Sei A :=|G|.
Behauptung. G = @, Z/4Z.

Beweis. Sei [2] : G — G5 x +— 2z. Dann ker([2]) = im([2]) = 2G. Somit ist 2G
ein Fy-Vektorraum, und |2G| = |G| = .

Sei (b;)x eine Fo-Basis fiir 2G. Sei e; € G, sodass 2e; = b;. Dann ord(e;) = 4.

Sei g € G. Sei 2g = b;, +...+b;,. Setze ¢’ := e;; + ...+ ¢;,,. Dann
2(g—4¢') =0, also g — ¢’ € 2G. Daher ist G durch (e;); erzeugt.

Sei Zle nj,e;, = 0 mit nj, € Z. Dann Zle n;b;, =2-0=0, also 2|n;,.
Dann ¥, “ib;, =0, also 2| %4t Daher 4|n;,.

Wir haben somit, dass G = @, _,(Z/4Z)e;. O

Es folgt, dass T x-kategorisch fiir alle k > N ist.
Sei ¢(x) :=Fy. x =y +y, so ¢(G) = 2G. Nach QE ist ¢ streng minimal.

Behauptung. G ist konstruierbar und minimal iber 2G.
Beweis.

Ad Minimalitdt: Seien 2G C G’ < G und g € G \ 2G. Dann gilt 2¢' = 2g fiir ein ¢’ € G,
aber dann ¢’ — g € 2G C G’, also g € G’. Dann G’ = G.

Ad Konstruierbarkeit: Seien (e;);ex wie vorher. Es folgt aus QE, oder durch Betrachten von
Automorphismusen und den Beweis von der vorherigen Behauptung, dass
fiir j € A der Typ tp(e;/2G U €D, ;(Z/4Z)e;) durch z + z = b; isoliert
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ist, also 2G'U @, ;(Z/4Z)e; algebraisch also konstruierbar {iber 2G' U
@i<j (Z/4Z)ez U {e_j} ist.

Daher bauen wir eine Konstruktion fiir G iiber 2G.

13 Ununterscheidbare Folgen

13.1 Ramsey Theorie

Wenn A eine Menge und n € w sind, schreiben wir [A]" fiir die Menge von
n-Elementen Teilmengen von A:

[A]" = {4y C A : |Ag| = n} C P(A).

Satz 13.1 (Unendlicher Ramseysatz). Sei A eine unendliche Menge. Sei n €
w und sei C eine endliche Menge. Sei f : [A]" — C eine Abbildung (eine
“Farbung” von den n-Elementen Teilmengen). Dann gibt es eine unendliche
Teilmenge B C A, die “f-einfarbig” ist, d.h. sodass f konstant auf [B]"™ ist.

Bemerkung. Mit n = 2 = |C| gibt dies, dass jeder unendliche Graph eine un-
endliche Clique oder eine unendliche Anticlique besitzt.

Beweis. Der Fall n = 0 ist klar. Nehmen wir an, dass n > 0 und die Behauptung
fir n — 1 gilt.

Fiir a € A definiere f, : [A\{a}]""! — C; f.(A") := f(A'U{a}). Konstruiere
rekursiv eine Folge von unendliche Mengen A =: By O By O ... und Elemente
a; € B; \ Bi+1 und ¢; € C wie folgt: sei B; konstruiert und sei a; € B; und sei
Bi+1 C B; \ a; eine unendliche f,,-einfarbige Teilmenge, die existiert nach der
Induktionsvoraussetzung, weil B; unendlich ist. Sei ¢;, sodass fo, ([Bit1]""!) =
{¢;}. Nach dem Schubfachprinzip sei ¢ € C, sodass ¢; = ¢ fiir unendlich viele
i € w, und setze B := {a; : ¢; = c}.

Dann ist B f-einfarbig. In der Tat: wenn {a;,,...,a;, } C B eine Teilmenge
mit 41 < ... <1y ist, gilt as,,...,a;, € Bi; 41, also

f({ai17'-~7ain}) = fail ({ain'“aain}) =Cy =¢C

13.2 Ununterscheidbare Folgen

Notation 13.2. Seien I eine lineare Ordnung und n € w. Wir schreiben I i
fiir die Menge von I-geordneten n-Tupeln von I,

I = (i1, i) €17 iy < ... < in).
Wenn (a;);cs eine Folge ist und i € I setze a; = (A, ..., a;,).

Definition 13.3. Sei [ eine lineare Ordnung. Eine Folge (a;);c; von Elementen
einer Sguktur M heifit ununterscheidbar, wenn fiir jedes n € w und jede
,jeI™,

a; = CL;.
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In andere Worte: fiir jede £-Formel ¢(z1,...,2,) und jede i1 < ... < i, € I
und j; < ... <jp € [ gilt

ME (,25((17;1,...,0,1‘”) A d qS(ajl,...,ajn).

Beispiele 13.4. e Jede konstante Folge, (a;)ier mit a; = a € M fiir alle 1,
ist ununterscheidbar.

o Wenn ¢(z) streng minimal in Th(M) ist und A C ¢(M) acl-unabhéngig
ist, gibt Lemma [12.27(ii), dass fiir jede lineare Ordnung I und jede Injek-
tion I — A;i+— a; die Folge (a;);er ununterscheidbar ist.

e Sei M E DLO. Nach QE ist jede echt aufsteigende Folge von Elementen
(@;)ier ununterscheidbar.

Definition 13.5. Sei (a;);e; eine Folge von Elementen einer £-Struktur M,
wobei I eine lineare Ordnung ist.
Der Ehrenfeucht-Mostowski Typ (EM-Typ) von (a;);cr in M ist

EM((a:);) = {(Z) : $(T) an L-formula; Vi € IF. M E ¢(a;)).

Bemerkung 13.6. (a;)ier ist ununterscheidbar genau dann, wenn EM((a;);)
vollstdndig ist, in dem Sinne, dass fiir jede L£-Formel ¢ entweder ¢ oder —¢
in dem EM-Typ ist.

Lemma 13.7. Seien I und J unendliche lineare Ordnungen. Sei (a;);er eine
Folge von Elementen einer Struktur M.

Dann gibt es M' = M und eine ununterscheidbare Folge (bj);cs von Ele-
menten von M, sodass EM((a;)icr) € EM((bj);e7)-

Beweis. Sei (c¢j)jes neue Konstante. Es geniigt zu zeigen die Konsistenz von
- =
T := Th(M)U{e(e;) : (T) € EM((ai)i); j € J™1}

U{¢(C7) Ad QS(C}') : ¢(T) eine L-Formel; 7, jl c J\?\}

Sei Ty Ceng T endlich. Nach Kompaktheit geniigt es zu zeigen Konsistenz
von Ty. Sei n die maximale Anzahl von freie Variablen in den Formeln ¢ in
die (¢(c5) <> ¢(cj)), die in Ty vorkommen; also wir kénnen jede diese ¢ als
¢(x1,...,x,) schreiben. Sei A die endlich Menge von diesen ¢(zx1,...,x,).

Definiere f : I™ — 22 durch

. 1 ME ¢(as
f@) =1~ (a7) .
0 ME —¢(a;)
Nach Ramsey (verwendet via der offensichtliche Bijektion I =, [I]™, ndmlich
i+ {i1,...,in}) sei I’ C I eine unendliche f-einfarbige Teilmenge. Sei j € Jm,

sodass ¢; der Tupel von den Konstante, die in 7y vorkommen, ist. Sei i€ (I’)m.
Dann (M;a;) E Tp. O

Lemma 13.8. Sei T eine Theorie mit unendlichen Modelle. Sei J eine un-
endliche lineare Ordnung. Dann hat T ein Modell mit einer nicht-konstanten
ununterscheidbaren Folge (b;) e..

Beweis. Sei M ein unendliches Modell und sei (a;);¢c. eine Folge von verschiede-
nen Elementen von M. Verwende Lemma das gibt (b;);e.s, und bemerke,
dass bj #* bj/ fiir j # j/, weil x1 # x5 € EM((CLZ)Z) - EM((bJ)J> O



13 UNUNTERSCHEIDBARE FOLGEN 51

13.3 Uberabzihlbare Kategorizitit = w-Stabilitit

Sei T' eine abzéhlbare vollstdndige Theorie mit unendlichen Modelle.

Lemma 13.9. Sei k eine unendliche Kardinalzahl. Dann gibt es M E T, sodass
M| = K und fir jedes B C M mit |B] < Ry:

H{tp(a/B) : a € M}| < N,.

Beweis. Nach Lemma kénnen wir annehmen, dass T interne Skolemfunktio-
nen besitzt.

Nach Lemma[I3.8]gibt es NV T mit eine nicht-konstante ununterscheidbare
Folge von Elementen (a;);cx-

Setze M = ({ai}i>N. Nach Lemma gilt M <X N. Well |T| < Ry, gilt
M| = k.

Sei B C M abzéhlbar; es geniigt zu zeigen, dass M realisiert nur abzéhlbar
viele Typen iiber B. Sei B = {fi(a;,) : k € w}, wobei fi ein Term ist und
iy € K?ﬁ’:; sei Ip C k die Menge von Indizes, die vorkommen. Sei ¢ € M. Sei
c= g(a;), wobei g ein Term ist und j € k™ . Nach Ununterscheidbarkeit héngt
tp(¢/B) nur von den Term g (fiir den es nur abzihlbar viele Méglichkeiten gibt)
und die quantorenfreien 1-Typen qftp"<) (j;/Ip) fiir 1 < i < |j| ab. Dann folgt
das Lemma nach der folgenden Behauptung und der Abzéhlbarkeit von Ip.

Behauptung. Sei J C k unendlich. Dann |{qftp"<)(a/J) : a € 6}| = |J].

Beweis. Sei a € k\ J. Dann qftp(a/J) ist bestimmt durch dem Schnitt von « in
J, d.h. durch Jsqo :={y € J : v > a}. Wenn J, nicht leer ist, ist es bestimmt
durch min Js, € J, das existiert nach Wohlgeordnetheit.

Somit gibt es < |J| Moglichkeiten fiir gftp(a/J) mit « € x \ J, und offen-
sichtlich gibt es |J| Moglichkeiten fiir qftp(a/J) mit « € J. O

O

Proposition 13.10. Wenn T eine tberabzihlbar kategorische Theorie ist, ist
T total transzendent.

Beweis. SeiT kategorisch in A > g aber nicht total transzendent. Nach Satz[I1.3]
ist T nicht w-stabil. Sei somit A C M E T mit |A| < Ry aber |S1(A4)| > Ng. Sei
P C S1(A) mit |P| = R;. Nach Lemma [7.16] finden wir M’ = M und b, € M’
fiir p € P mit tp(b,/A) = p. Nach Lowenheim-Skolem finden wir eine elemen-
tare Erweiterung oder Unterstruktur M” von M’, die AU {b, : p € P} enthilt,
mit |M”| =\

Aber nach Lemma [I3.9] gibt es ein Modell von Méchtigkeit A, das nur
abzahlbar viele Typen iiber abzdhlbare Mengen realisiert, das also nicht iso-
morph zu M” ist, was Kategorizitéit widerspricht. O

Korollar 13.11. Sei A > Xg. Dann ist T A-kategorisch genau dann, wenn jedes
Modell der Mdichtigkeit A saturiert ist.

Beweis. <« Lemma[7.21]
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= Nach Proposition [13.10| und Korollar ist T A-stabil. Fiir jedes k < A
hat T nach Korollar ii) ein xT-saturiertes Modell der Michtigkeit
A. Dann durch \-Kategorizitit ist jedes Modell der Michtigkeit A\ x7-

saturiert fiir alle k < A, also A-saturiert.
O

14 Vaughtsche Paare

Sei T' eine abzihlbare vollstindige £-Theorie mit unendlichen Modelle.
Definition 14.1.
e Ein Vaughtsches Tripel (in T) ist ein Tripel (M, M, ¢), wobei
- MET,;
— N = M eine echte elementare Erweiterung ist;
— ¢(x) eine nicht-algebraische £(M)-Formel ist;
— ¢(N) = ¢(M).
(N, M) ist dann ein Vaughtsches Paar.

e T hat ein Vaughtsches Paar, wenn es ein Vaughtsches Paar gibt, d.h.
wenn es ein Vaughtsches Tripel gibt.

Beispiele 14.2.

e (({0,1} x @Q;<), ({0} x @;<),z < (0,0)) ist ein Vaughtsches Tripel in
DLO, wobei die Ordnung ist die lexikografische Ordnung.

¢ (w+wjw),((w+w)\{0}w\{0}),~P) ist ein Vaughtsches Tripel in der
Sprache {P}, wobei P ein unires Pridikatszeichen ist.

Lemma 14.3. Wenn T kein Vaughtsches Paar hat, eliminiert T den Quantor
3.

Beweis. Es geniigt zu betrachten den 1-Variable Fall, weil 3°Z. ¢(T,7) durch
V3w 3w, 21,40, -, 27 O(T, ) ausgedriickt sein kann.

Nehmen wir also fiir einen Widerspruch an, dass ¢(z,7) eine £-Formel und
b € M; E T sind so, dass i — |¢(M;,b;)| eine echte aufsteigende Abbildung
w — w ist. Durch Realisieren von jedem tp(b;) in einem w-saturiertes Modell
M, kénnen wir annehmen, dass M; = M fiir alle 7 € w.

Sei N/ = M eine echte elementare Erweiterung. Sei U ein Ultrafilter, der
kein Hauptultrafilter ist, auf w. Dann ist NY = MY auch eine echte elementare
Erweiterung (In der Tat: Wenn ¢ € N '\ M, gilt (via der diagonalen Einbet-
tung) ¢ € NY \ MY). Sei b = lim; s b; € MY. Dann ist ¢(MY,b) unend-
lich, aber ¢(NY,b) = ¢(MY,b), weil ¢(N,b;) = ¢(M,b;) fiir alle i. Somit ist
(NY, MY, ¢(x, b)) Vaughtsche. O

Lemma 14.4. Wenn T kein Vaughtsches Paar hat und A C N E T und ¢(z)
eine nicht-algebraische L(A)-Formel ist, ist N minimal tiber AU ¢(N).

Beweis. Sonst gibt es M < N mit AU ¢(N) C M C N. Dann ¢p(M) = ¢(N)
und ¢ ist eine £(M)-Formel. Also ist (N, M, ¢) Vaughtsche. O
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Lemma 14.5. Nehmen wir an, dass T w-stabil ist und (Ny, Mo, ¢) ein Vaught-
sches Tripel ist. Sei k > Wo. Dann gibt es ein Vaughtsches Tripel (N, M, ¢)
mit IN*| = Kk und |M| = N,.

Beweis. ¢ ist eine L(A)-Formel fiir ein endliches A C M. Durch Ersetzung
von T mit Th((Mp)a), die auch w-stabil ist, konnen wir annhemen, dass ¢ eine
L-Formel ist.

Behauptung. Fs gibt ein Vaughtsches Tripel (N, M, ¢) mit N und M abzihlbare
saturiete Modelle.

Beweis. Sei Lp := LU{P}, wobei P ein unires Pridikatszeichen ist. Sei
Tp =T
UAvz. (/\ P(z:) = Gy ¥ (@,y) = 3y. (P(y) A (T,9)))) : (T, y) eine L-Formel}

U{va. (¢(z) — P(z))}
U {3z. ~P(z)}.

Fiir N eine £-Struktur und A C N setze (N; A) die Lp-Struktur, die N ex-
pandiert und mit P((N; A)) = A. Dann (nach dem Tarski-Test) (M; M) E Tp
genau dann, wenn N'E T und (N, M, ¢) Vaughtsche ist.

Tp ist konsistent, weil (NVy; Mg) E Tp. Nach Léwenheim-Skolem sei (AV; M)
ein abzihlbares Modell von Tp. Wir gehen wie in Satz vor: Wir konstruieren
eine elementare Kette von abzéhlbare Modelle (N{; Mg) < (N{; M]) < ... mit
(N 13 M) so gewdhlt, dass N/, alle L-Typen iiber endliche Teilmenge von
N realisiert und M/, 41 alle £-Typen iiber endliche Teilmenge von Mj realisiert;
dies ist moglich, weil T schmal weil w-stabil ist und jeder £-Typ p(x) iiber eine
Teilmenge von M ist konsistent modulo Tp mit P(z).

Dann ist (N; M) := U, (N]; Mj) E Tp abziihlbar, und beide N und M
sind saturiert als Modelle von T'. O

Behauptung. FEs gibt N7 = M mit |N'| = Ny, sodass (N', M, ¢) Vaughtsche
ist. Insbesondere gilt |p(N")| = No.

Beweis. Wir konstruieren eine elementare Kette (M®),¢cx, von abzéihlbare sa-
turierte Modelle mit ¢p(M=) = ¢p(M).

Sei M? := M. Sei M® konstruiert und setze M+ = M, sodass (M1, M*) =
(N, M); dies existiert, weil M® =2 M (nach Saturiertheit und Lemma .
Dann ¢(MH) = p(M?*) = ¢(M), und M ist abzéihlbar und saturiert. Fiir
n € Ry eine Limeszahl setze M7 := |J,,_, M*. Dann ¢(M") =, #(M*) =
p(M), und M" ist abzéhlbar und saturiert.

SchlieBlich sei N7 := (J,en, M®. Dann ¢(N') = ¢(M), und |N'| = Ry, weil
Mot D Mme. O
Behauptung. Sei A E T mit |A| > Ry aber |¢(A)] = Ro. Dann gibt es B,
sodass (B, A, ¢) Vaughtsche ist und |B| = |A|.

Beweis. Nenne eine L£(A)-Formel §(x) abzihlbar bzw. tiberabzihlbar, wenn 6(A)
ist. Weil x = x iiberabzihlbar ist und es kein bindren Baum von £(.A)-Formeln
gibt, gibt es eine iiberabzéhlbare £(.A)-Formel ¢ (z), sodass fiir jede £L(A)-Formel
0(z) entweder ¢ (z) AO(x) oder ¥(x) A—0(x) abzéhlbar is Dann p(x) := {6(z) :

5Eine solche Formel 1 heiit quasiminimal, in Analagon mit einer minimalen Formel.
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P(x) A 0(x) iiberabzihlbare ist} ist ein Typ.

Sei b E p(x) eine Realisierung in einer elementaren Erweiterung, b € A’ > A.
Nach Satz konnen wir finden AU {b} C B < A’ mit B konstruierbar iiber
AU{b}. Nach Lowenheim-Skolem und Primheit gilt |B| = |AU{b}| = |A|. Nach
Lemma (UA 10.2) ist B atomar iiber AU {b}.

Nehmen wir an, dass ¢(B) # ¢(A). Sei ¢ € ¢(B) \ ¢(A). Sei &(x,b) eine
L(A)-Formel, die tp(c/.A U {b}) isoliert. Dann

bEO(y) = {3z. {(x,y)} U {Va. (§(z,y) = (d(x) Az F# a)) s a € §(A)}.

Nun enthilt ©(y) C p(y) abzihlbar viele Formeln, also nach der Definition von
p ist P(A) N({0(A) : 8(y) € O(y)} eine Durchschnitt von abzéihlbar viele
coabziihlbare Teilmenge von der iiberabzihlbare Menge 1(.A), also nicht-leer.
Somit gibt es b’ € A, sodass V' E ©(y). Dann gibt es ¢, sodass A F £(c, V).
Dann A E ¢(c’), aber fiir jedes a € ¢(A) gilt @ # a, was einen Widerspruch
ist. O

Setze A0 := N’. Durch Anwendung von dieser letzten Behauptung fiir Nach-
folgerordinalzahlen und Nehmen von Vereinigungen fiir Limeszahlen, bauen wir
eine elementare Kette (N)qe,, sodass fiir alle o € k:

o HN®) = p(M);
e Nt eine echte elementare Erweiterung von N ist;
o [N = o] + Ny,
Setze N* := J,ec, N Dann [N*| = k, und (N*, M, ¢) ist Vaughtsche. O

Proposition 14.6. Angenommen, T ist iberabzihlbar kategorische. Dann hat
T kein Vaughtsches Paar.

Beweis. Nach Proposition[13.10]ist T’ w-stabil. Sei k > R, sodass T' k-kategorisch
ist, und sei M das Modell von Méchtigkeit x. Nehmen wir an, dass T" ein Vaught-
sches Paar hat. Nach Lemma gibt es dann eine £(M)-Formel ¢(x), sodass
|p(M)| = Ng. Aber dann ist M nicht saturiert, weil es {¢(z)}U{z # a :a €
#(M)} vermeidet. Dies widerspricht Korollar 0O

15 Baldwin-Lachlan

Lemma 15.1. Sei T eine total transzendente Theorie. Wenn A C M E T und
M minimal iber A ist, ist M konstruierbar tiber A.

Beweis. Nach Satz gibt es A C N < M mit N konstruierbar iiber A.
Nach der Minimalitit gilt N' = M. O

Satz 15.2 (Baldwin-Lachlan). Sei T' eine abzihlbare vollstindige Theorie mit
unendlichen Modelle. Dann sind dquivalent:

(i) T ist k-kategorisch fiir ein k > No;

(i) T ist w-stabil und hat kein Vaughtsches Paar;
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(i1i) T besitzt ein Primmodell Mg und eine streng minimale L(My)-Formel
(), sodass jedes M = Mg konstruierbar und minimal iber Mo U ¢(M)
15t;

(iv) T ist k-kategorisch fiir alle k > Ry und besitzt < Xq abzihlbare Modelle bis
auf Isomorphie.

Beweis.

(i) = (ii) Proposition [13.10] und Proposition [14.6]
(ii) = (iii) Nach Satz[11.13| (oder Proposition |8.23|) besitzt T ein Primmodell M.

Nach Lemma und Korollar|12.15|gibt es eine streng minimale £(M)-
Formel ¢(x).

Sei M = Mj. Nach Lemma ist M minimal iiber Mo U ¢(M). Nach
Lemma ist M auch konstruierbar iiber My U ¢(M).

(iii) = (iv) Proposition
(iv) = (i) Sofort.
O

Korollar 15.3 (Morleysatz). Eine abzihlbare vollstindige Theorie ist in einer

iberabzdihlbare Kardinalzahl kategorisch genau dann, wenn sie in aller iiberabzdhlbare

Kardinalzahlen kategorisch ist.

Fakt 15.4 (Baldwin-Lachlan). (iv) kann verbessert werden, “entweder 1 oder
Ry abzihlbare Modelle” zu sagen.

16 Morleyrang

Definition 16.1. Sei On™> := {—00} UOn U {+oc} die Wohlordnung, die On
erweitert, wobei Voo € On. — 0o < a < +00.
Sei M eine L-Struktur.

e Der Morleyrang in M einer £(M)-Formel ¢(T) ist
MRM(¢) := inf{a € OnT>® : MRM(¢) < a} € On*™>,
wobei wir rekursiv definieren MR (¢) < o € On*™ durch:

— MR (¢) < —o0, wenn (M) = 0;

— MRM(¢) < o € On, wenn fiir jede £(M)-Formeln (¢;(Z))icw, die
disjunkte Teilmengen von ¢(M) definieren (d.h. fiir alle i # j € w
gilt 1;(M) C ¢(M) und ¢;(M) N1p;(M) = 0), existieren i € w und
B € On™™ mit B < a, sodass MRM(q/)i) <g.

— MRM(¢) < +o0 fiir alle ¢;

e Definiere der Morleyrang einer £(M )-Formel durch MR(¢) := MR™ (),
wobei N = M jede Rg-saturierte elementare Erweiterung von M ist. (Wir
beweisen in Lemma ii), dass dies wohl-definiert ist.)
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Remark 16.2.

e MRM(¢(Z)) =0 < 0 < |p(M)] € w < MR(6(Z)) = 0.
o Wenn ¢(7) minimal in M ist, gilt MR (¢) = 1.
e Wenn ¢(T) streng minimal in M ist, gilt MR(¢) = 1.

Lemma 16.3. (i) Seien M, M’ Xg-saturierte L-Strukturen. Sei ¢(T,7y) eine
L-Formel. Seiena € M7 unda@ € (M")I¥ mit tp™(a) = tp™ (@). Dann
MRM(6(7,@)) = MR (6(7,@)).

(1t) Sei M eine L-Struktur. Seien NN = M Ng-saturierte elementare Er-
weiterungen. Sei ¢ eine L(M)-Formel. Dann MRV (¢) = MRN,(QS).
Daher ist MR(¢) wohl-definiert.

Beweis. (i) Nach der Definition von MRM geniigt es zu zeigen:

Behauptung. Sei o € On*>°. Angenommen, MR (¢(z,@)) < . Dann
MRM (¢(z, @) < a.

Beweis. Durch Induktion iiber a. Wenn a = —o0o, gilt M’ E —=37.¢(7, @),
weil M F -37.¢(7,a) und a =@,

Sei @ € On. Angenommen, es gibt ¢;(Z, ) fiir i € w mit ¥;(T,7,;) ei-
ne L-Formel und & € (M")\%l, sodass 1;(M’, @) disjunkte Teilmengen
von ¢(M’,a@’') sind. Durch Rg-Saturiertheit und @ = @'kdnnen wir re-
kursiv finden ¢; € M¥! sodass @,co,...,¢, = @,C,...,c, (fir alle
n € w). Dann sind v¥;(M,¢;) disjunkte Teilmengen von ¢(M,a), also es
gibt i € w und B < a, sodass MRM (4;(M, %)) < 8. Aber ¢ = ¢, also
nach der Induktionsvoraussetzung gilt MRM/(z/J,- (M,E)) < B. Somit gilt
MRM (¢(z, @) < o

Fiir @ = +o0 ist die Behauptung klar. O

(ii) Sei ¢ = ¢(%, @), wobei ¢(Z,7) eine L-Formel ist und @ € M7, Dann gilt
tpV (a) = tpM(a) = tp™ (@), und die Behauptung folgt aus (i).
O

Lemma 16.4. Sei M eine L-Struktur. Seien ¢, ¢ L(M)-Formeln.
(1) $(M) € ¢'(M) = MR(¢) < MR(¢).

(i) MR(¢V ¢) = max{MR(¢), MR(¢')}.

Beweis. (i) Dies folgt direkt aus den Definitionen.

(ii) Durch (i)geniigt es zu zeigen <. Wir zeigen dies durch Induktion iiber a.

Angenommen, MR(¢), MR(¢') < a € On; wir zeigen MR(¢ V ¢') < a. Sei
N = M Rg-saturiert, und seien (1);)ic, L£(N)-Formeln, sodass (1;(N));
disjunkte Teilmengen von ¢(N) U ¢'(N) sind. Dann ist {i € w : MR(¢ A
;) > MR(¢)} endlich, und &hnlich fiir ¢’. Also es gibt i € w, sodass
MR(¢ Ah;) < MR(¢) < o und MR(¢' A);) < MR(¢') < a, also durch der
Induktionsvoraussetzung

MR(1);) = MR((¢ A ) V (¢/ Ati)) < .
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16.1 Morleygrad
Sei M eine Ng-saturierte £-Struktur, und sei 7' := Th(M).

Lemma 16.5. Let ¢ be an L(M) formula. If MR(¢) > (2171, then MR(¢) =
+00.

Beweis. Let a € On be minimal such that no £(M)-formula has rank «. Then

by transfinite induction, no formula has ordinal rank > «. So |« is the number of
ordinal ranks attained by £(M)-formulas. Now by Lemma i), MR(¢(z,a))
depends only on the £-formula ¢(7, %) and tp(a@). So |a| < |T]-[S(0)| < 2/71. O

Definition 16.6. Fiir a € On sind £(M)-Formeln ¢ und ¢’ a-iquivalent,
¢ o ¢, wenn MR(pAQ') < a.

Lemma 16.7. ~, ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Reflexivitdt und Symmetrie sind klar. Transitivitédt folgt aus Lem-
ma ii) und der Tautologie

(¢A¢") = ((¢A¢) V (¢’ Ag")).

O

Definition 16.8. Eine £(M)-Formel ¢ ist a-streng-minimal wenn MR(¢) =
a € On und fiir jede £(M)-Formel 1 entweder MR(¢ A 7)) < o oder MR(¢ A
—) < a.

Lemma 16.9. Sei ¢ eine L(M)-Formel. Wenn MR(¢) = o € On, gibt es
d € w und a-streng-minimale L(M)-Formeln 1, ...,v%q, sodass ¢ <> \/; ¢;
und ; Fp —py fir i # .

Diese Anzahl d ist eindeutig bestimmt. Die 1p; sind bis auf =, eindeutig
bestimmit.

Beweis. Angenommen, dass ¢ besitzt keine solche Zerlegung. Insbesondere ist
¢ nicht a-streng-minimal, also sei MR(¢ A ) = a = MR(¢ A —)). Wenn beide
¢ Ay und ¢ A =) eine solche Zerlegung beséiflen, besifle auch ¢ eine; Also be-
sitzt mindestens ein keine solche Zerlegung. Durch Fortsetzung auf diese Weise,
erlangen wir eine unendliche Familie von disjunkte M R = «a Teilmengen von
p(M), was MR(¢) = o widerspricht.

Ad Eindeutigkeit: wenn v’ a-streng-minimal ist und v’ Fp ¢, gilt nach
Lemma i) MR(W' Atp;) = a fiir ein 4, also ¥ =, (Y A ;) =4 ¢;. Bis auf
=~ sind daher v; genau die a-streng-minimalen Formeln, die ¢ implizieren. [J

Definition 16.10. Sei ¢ eine £L(M)-Formel.

Wenn MR(¢) € On, ist der Morleygrad MD(¢) die Anzahl d in Lem-
ma Wenn MR(¢) € {—o0, +o0}, setze MD(¢) := 0.

Nach Lemmal[16.3(i) hingt MD(¢(,a)) nur von tp(a) ab, insbesondere nicht
von die Wahl von Rg-saturiertem Modell M.

Setze MRD(¢) := (MR(¢), MD(¢)) € On*> x w. Betrachte On*> x w als
eine Wohlordnung mit der lexikografischen Ordnung.

Bemerkung 16.11. ¢ ist streng minimal gdw MRD(¢) = (1,1).
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Lemma 16.12. Seien ¢, ¢’ L(M)-Formeln mit (M) N ¢'(M) = 0. Dann

max(MRD(¢), MRD(¢'))  (MR(¢) # MR(¢"))

MED(©OV e = {<MR<¢>, MD(¢) + MD(#)) (MR(¢) = MR(¢/))

Beweis. Ubung. O

Proposition 16.13. T ist total transcendent gdw MR(¢p) < +oo fiir alle L(M)-
Formeln ¢.

Beweis. = : Angenommen, MR(¢) = +oo. Dann MR(¢) > (2I71)*, also ¢
zerlegt in Formeln ¢ A 1) und ¢ A =) beide von Rang > (2!71)*und also
nach Lemma von Rang +o00. Somit finden wir einen binédren Baum,
der total Transcendenz widerspricht.

< : Sei (¢s)sea<w ein bindrer Baum von L£(M)-Formeln. Sei MRD(¢,) =

infs MRD(¢;). Durch der Voraussetzungen gilt MR(¢s) € On. Aber dann

gilt MRD(¢s) > MRD(¢so V ¢s1), und Lemma ergibt einen Wider-
spruch.

O

Definition 16.14. Sei X eine M-definierbare Menge, d.h. X = ¢(M) fiir eine
L(M)-Formel ¢. Dann setze MRD(X) := MRD(¢).

Lemma 16.15. Sei f : X — Y eine M-definierbare Bijektion von M-definierbaren
Mengen. Dann MRD(X) = MRD(Y).

Beweis. Durch Induktion iiber MRD. Ubung. O

Proposition 16.16 (Baldwin-Saxl, tt Fall). Sei (G;-) eine total transzenden-
te Gruppe. Dann gibt es kein unendliche absteigende Kette von G-definierbare
Untergruppe G = Gy > G > .. ..

Beweis. Angenommen, (G;); ist solche. Jedes G; enthilt G; 1 und eine verschie-
dene (also disjunkt) Nebenklasse ¢;G;11, und MRD(g;Gi1+1) = MRD(Gj11),
weil  — g;x eine definierbare Bijektion ist. Nun MR(G;) < oo nach Pro-

position [16.13] also nach Lemma [16.12] gilt MRD(G;) > MRD(G;1). Somit
widersprechen wir die Wohlordnungkeit von On™* x w. O

Fakt 16.17 (Macintyre). Jeder total transzendenter Korper (K;+,-) ist alge-
braisch abgeschlossen.

Vermutung 16.18 (Cherlin-Zilber Algebraizitét-Vermuting). Wenn (G;-) eine
unendliche einfache Gruppe mit MR(G")(G) < w ist, ist G eine algebraische
Gruppe tber einem algebraisch abgeschlossenen Korper.

Definition 16.19. Sei A C M.
e Fiir p € S(A), MRD(p) := inf 4, MRD(6)).
e Fiir a € M, MRD(a/A) := MRD(tp(a/A)).
Lemma 16.20. Sei ¢ eine konsistente L(M)-Formel.
(i) MR(¢) = max{MR(p) : ¢ € p € S(M)}.
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(i) Wenn MR(¢) € On, gibt es genau MD(¢) viele Typen ¢ € p; € S(M) mit
MR(p:) = MR(¢).

Beweis. (i) Es geniigt zu finden p € S(M) mit MR(p) = MR(¢). Wenn
MR(¢) = +oo, hat jedes p > ¢ Rang MR(p) = +o00. Sonst: Sei ¢/ F ¢
mit MRD(¢') = (MR(¢),1). Dann pg := {¢ : MR(¢' A ¢) = MR(¢')} ist
vollstédndig und MR(p) = MR(¢') = MR(9).

(ii) Nach Lemma enthilt jeder solche Typ p; ein ¢ wie in (i), also p; = py .
O

Lemma 16.21. Sei A C M F T. Wenn b € acl(A Ua), gilt MR(b/A) <
MR(a/A).

Beweis. Durch Induktion iiber @ := MR(@/A). Der Behauptung ist sofort wenn
o = 400, also nehmen wir an, dass o € On.

Sei (Z,y) € tp(a,b/A) mit F Vz. 359%. (7, 7) und MR(Fy. ¥(7,7)) = a.

Seien (0;(9))icw L(M)-Formeln, die disjunkt Teilmengen von JZ. (Z,7)
definieren.

Sei ¢;(z) := 3. (Y(T,7) A 6;(7)). Die Konjunktion von jede d + 1 von den ¢;
ist inkonsistent, und es folgt, dass MR(e;,) < « fiir ein ip; In der Tat: sonst ist
jedes €; in mindestens eins von die endlich viele MR = a Typen auf 3. ¢¥(Z, 7)
von Lemma [16.20[(ii), also enthélt ein unendlich viele €;, was die Inkonsistenz
von jede d + 1 widerspricht.

Nun sei A" Cena M, sodass ¢ und d;, sind beide L(A’)-Formeln. Nach Lem-
ma (1) und No-Saturiertheit sei b € 0io (M) mit MR(B//A’) = MR(é;,).
Dann gibt es @ € €;,(M) mit M E (@ ,B/). Nach der Induktionsvoraus-
setzung gilt MR(5;,) = MR(D'/4') < MR(@/A’) < a. Daher MR(b/A) <
MR(TFZ. ¥(Z,7)) < «, wie gewiinscht. O

16.2 Morleyrang in einer streng minimalen Theorie
Sei T eine streng minimale Theorie. Sei M E T Ny-saturiert.

Definition 16.22. Sei A C M und @ € M<%. Dann ist dim(a/A) das maximale

n mit @’ F pff) fiir ein Untertupel @’ von a.
Satz 16.23. Seien A C M und a € M<“. Dann MR(a/A) = dim(a/A).

Beweis. Sei n := dim(a/A), und sei @ ein Untertupel mit @’ E p(:). Durch die
Maximalitit gilt dann a; € acl(AU@’) fiir alle 7. Dann acl(AUa’) = acl(A Ua),
also nach Lemma MR(a/A) = MR(a' /A). Wir koénnen somit anneh-
men, dass @ = @ F p : ) und n > 0. Wir kénnen induktiv annehmen, dass
MR(a/Aay) = dim(a/Aa,) =n — 1.

Sei ¥(7) € p(;). Setze V' (Z,y) := (¥ (ZT) Ax1 = y). Dann @ E ¢'(Z, a1), also
MR(¢'(%,a1)) > n — 1. Nach Lemma i) MR(¢'(Z,a})) > n — 1 fiir jedes
ay E pa; diese Formeln sind paarweise inkonsistent, also MR(v) > n.

Nach der Behauptung fiir m < mhaben wir inducktiv, dass fiir jedes B C
M’ E T jeder Typ p € 5,(B) mit p # p'? Rang MR(p) < n hat.

Sei 6(Z) eine L(M)-Formel mit 6 F ¢ und MR(#) = n. Nach Lemma [16.201)
fiir @ und dem letzen Absatz gilt MR(p%‘)) = n. Also noch nach Lemma|16.20(1)
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und dem letzen Absatz gilt MR(Z = T) = n. Dann MR(¢) = n. Somit gilt
MR(p(") = n. O

17 Anerkennungen

Thanks to Tim Clausen who assisted the course and wrote the problem sheets, in
particular for his patience in answering my many questions on German grammar
and usage, and for correcting many of my errors. Thanks to the participants of
the course. Thanks to Blaise Boissonneau, Morris Kopelke, and Jonathan Krebs
for pointing out errors and omissions along the way. Thanks to Martin Hils,
Franziska Jahnke, and Itay Kaplan for helpful discussion.

This course was based on previous iterations of the Miinster Logik II cour-
se, and in preparing it I made extensive use of lecture notes by Martin Hils,
Franziska Jahnke, and Katrin Tent on their versions of the course. The course
also owes much to the books of Tent-Ziegler, Marker, Hodges, Buechler, and
Hils-Loeser. My thanks to all these authors.
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